
CSDN @ 爱吃白饭

第一章

Exercice: 1.1 节第 1 题

细杆（或弹簧）受某种外界原因而产生纵振动，，以 u(x, t) 表示静止时在 x 点处的点在时刻 t 离开原来

位置的偏移。假设振动过程中所产生的张力服从胡克定律，试证明 u(x, t) 满足方程

∂

∂t

(
ρ(x)

∂u
∂t

)
=

∂

∂x

(
E

∂u
∂x

)
其中 ρ 为杆的密度，E 为杨氏模量

注：（1）此题杨氏模量 E 与 x 无论是否有关，都可导出相应结论，不妨令其有关，记为 E(x)

（2）胡克定律：在物体的弹性限度内，应力（单位面积受到的力）与应变（外力作用下的相对伸长量）成正

比，比值即为杨氏模量

（3）此题还需假设细杆均匀，即各点的截面面积相同

证明：在细杆上取一小段 (x, x + ∆x)，设在 x 处所受的张力为 T(x, t)，设细杆的截面面积为 S，

由胡克定律，在任意时刻 t，有

T(x, t)
S

= E(x)
[x + ∆x + u(x + ∆x, t)]− (x + u(x, t))− ∆x

∆x

= E(x)
u(x + ∆x)− u(x, t)

∆x

令 ∆x → 0，得 T(x, t) = SE(x) ∂u(x,t)
∂x

在 t 时刻，小段 (x, x + ∆x) 受到的外力为 T(x + ∆x, t)− T(x, t)

故在 (t, t + ∆t) 时间段内，作用于该小段的冲量为∫ t+∆t

t
SE(x + ∆x)

∂u(x + ∆x, t)
∂x

− SE(x)
∂u(x, t)

∂x
dt =

∫ t+∆t

t

∫ x+∆x

x
S

∂

∂x

(
E(x)

∂u
∂x

)
dxdt

又在 (t, t + ∆t) 时间段内，该小段的动量变化为∫ x+∆x

x
Sρ(x)

[
∂u(x, t + ∆t)

∂t
− ∂u(x, t)

∂t

]
dx =

∫ x+∆x

x

∫ t+∆t

t
Sρ(x)

∂2u(x, t)
∂t2 dtdx

由冲量定理（即动量变化等于冲量），得∫ t+∆t

t

∫ x+∆x

x
S

∂

∂x

(
E(x)

∂u
∂x

)
dxdt =

∫ x+∆x

x

∫ t+∆t

t
Sρ(x)

∂2u(x, t)
∂t2 dtdx

由 ∆x, ∆t 的任意性，得
∂

∂t

(
ρ(x)

∂u
∂t

)
=

∂

∂x

(
E

∂u
∂x

)
Exercice: 1.1 节第 3 题

试证：圆锥形枢轴的纵振动方程为

E
∂

∂x

[
(1− x

h
)2 ∂u

∂x

]
= ρ(1− x

h
)2 ∂2u

∂t2

其中 h 为圆锥的高

注：（1）此题中，x 表示枢轴上的点到底面的距离

（2）此题杨氏模量 E 与 x 无关

证明：参照上一题的证明过程，只需注意到此时面积与 S 有关，设为 S(x)，即得

S(x)
∂

∂t

(
ρ(x)

∂u
∂t

)
= E

∂

∂x

(
S(x)

∂u
∂x

)
由相似性，容易计算 S(x) = π(1− x

h )
2，代入上式即得所求
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Exercice: 1.1 节第 7 题

一柔软均匀的细弦，一端固定，另一端是弹性支承，设该弦在阻力与速度成正比的介质中作微小横振动，

试写出弦的位移所满足的定解问题。

相应的定解问题为 

∂2u
∂t2 − a2 ∂2u

∂x2 = k
∂u
∂t

(
∂u
∂x

+ σu)|x=l = 0

u(0, t) = 0

Exercice: 1.2 节第 1 题

证明方程
∂

∂x

[
(1− x

h
)2 ∂u

∂x

]
=

1
a2 (1−

x
h
)2 ∂2u

∂t2 (h > 0,常数)

的通解可以写成

u =
F(x− at) + G(x + at)

h− x

其中，F,G 为任意的具有二阶连续导数的单变量函数，并由此求它满足初始条件

t = 0 : u = φ(x),
∂u
∂t

= ψ(x)

的初值问题的解

证明：作代换 v = (h− x)u，原方程变为 ∂2v
∂t2 − a2 ∂2v

∂x2 = 0

作代换 ξ = x− at, η = x + at，方程化为 vξη = 0，

积分得 v 具有如下形式：v(x, t) = F(x− at) + G(x + at)

即为 u = F(x−at)+G(x+at)
h−x

Exercice: 1.2 节第 3 题

利用传播波法，求解波动方程的古尔萨（Goursat）问题
∂2u
∂t2 = a2 ∂2u

∂x2 (−at < x < at, t > 0)

u|x−at=0 = φ(x) (t > 0)

u|x+at=0 = ψ(x) (t > 0), φ(0) = ψ(0)

解：由传播波法，存在单变量函数 F,G，使得 u(x, t) = F(x− at) + G(x + at)

分别代入 x− at = 0, x + at = 0，得  φ(x) = F(0) + G(2x)

ψ(x) = F(2x) + G(0)

解得  F(x) = ψ( x
2 )− G(0)

G(x) = φ( x
2 )− F(0)

代入 x = 0 得 F(0) + G(0) = φ(0) = ψ(0)

则 u(x, t) = φ( x+at
2 ) + ψ( x−at

2 )− φ(0)
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Exercice: 1.2 节第 5 题

求解 
utt − a2uxx = 0 (x > 0, t > 0)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = 0

(ux − kut)|x=0 = 0

其中 k 为正常数

注：（1）由于 φ(x) 只在 x ≥ 0 处有定义，若直接对原来的方程使用达朗贝尔公式，则只能得到定义在 x ≥ at

的 u，故使用延拓法

解：作 φ(x)(x ≥ 0) 在 (−∞, ∞) 上的延拓 Φ(x)

则对初值问题  utt − a2uxx = 0 (t > 0)

u|t=0 = Φ(x), ut|t=0 = 0

使用达朗贝尔公式，得

u(x, t) =
Φ(x− at) + Φ(x + at)

2
则

ux − kut|x=0 =
1
2
[
(1− ak)Φ′(at) + (1 + ak)Φ′(−at)

]
= 0

作代换 x = at，得 (1− ak)Φ′(x) + (1 + ak)Φ′(−x) = 0

这说明 Φ 在 x < 0 处的值可由在 x > 0 处的值表示

即 Φ′(−x) =
ak− 1
ak + 1

Φ′(x)

对上式两端同时在区间 [0, x] 上积分得

∫ x

0
Φ′(−α)dα =

∫ x

0

ak− 1
ak + 1

φ′(α)dα

得 Φ(x) =


φ(x), x ≥ 0

1− ak
1 + ak

φ(−x) +
2ak

1 + ak
φ(0), x < 0

则 u(x, t) =


φ(x− at) + φ(x + at)

2
, x ≥ at

φ(x + at)
2

+
1− ak

2(1 + ak)
φ(at− x) +

ak
1 + ak

φ(0), 0 ≤ x < at

Exercice: 1.2 节第 6 题

求解初边值问题 

utt − uxx = 0 (0 < t < kx, k > 1)

u|t=0 = φ0(x) (x ≥ 0)

ut|t=0 = φ1(x) (x ≥ 0)

u|t=kx = ψ(x) (x ≥ 0)

其中 φ0(0) = ψ(0)

解：分别作 φ0(x), φ1(x) 在 (−∞, ∞) 上的延拓 Φ0(x), Φ1(x)

则对 Cauchy 问题  utt − uxx = 0 (k > 1)

u|t=0 = Φ0(x), ut|t=0 = Φ1(x)
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使用达朗贝尔公式，得

u(x, t) =
Φ0(x− t) + Φ0(x + t)

2
+

1
2

∫ x+t

x−t
Φ1(s)ds

则

u|t=kx =
1
2
[Φ0((1 + k)x) + Φ0((1− k)x)] +

1
2

∫ (1+k)x

(1−k)x
Φ1(s)ds = ψ(x)

这说明若设 Φ1 为 φ1 的偶延拓，则可解出 Φ0 在 x < 0 处的值

即

ψ(x) =
1
2
[φ0((1 + k)x) + Φ0((1− k)x)] +

1
2

[∫ (1+k)x

0
Φ1(s)ds +

∫ 0

(1−k)x
Φ1(−s)ds

]
=

1
2
[φ0((1 + k)x) + Φ0((1− k)x)] +

1
2

[∫ (1+k)x

0
φ1(s)ds +

∫ (k−1)x

0
φ1(s)ds

]
解得

Φ0((1− k)x) = 2ψ(x)− φ0((1 + k)x)−
∫ (1+k)x

0
φ1(s)ds−

∫ (k−1)x

0
φ1(s)ds

作代换 t = (1− k)x，可解出 Φ0(t)(t < 0)

故

Φ0(x) =


φ0(x), x ≥ 0

2ψ(
x

1− k
)− φ0(

1 + k
1− k

t)−
∫ 1+k

1−k t

0
φ1(s)ds−

∫ −t

0
φ1(s)ds, x < 0

则

u(x, t) =


φ0(x− t) + φ0(x + t)

2
+

1
2

∫ x+t

x−t
φ1(s)ds, x ≥ t

ψ(
x− t
1− k

) +
1
2

[
φ0(x + t)− φ0(

1+k
1−k (x− t))

]
− 1

2

∫ 1+k
1−k (x−t)

x+t
φ1(s)ds, x < t

Exercice: 1.2 节第 7 题

求边值问题 
utt − uxx = 0 ( f (t) < x < t, t > 0)

u|x=t = φ(t) (t > 0)

u|x= f (t) = ψ(t) (t > 0)

的解，其中 φ(0) = ψ(0), x = f (t) 为由原点出发的，介于 x = t 和 x = −t 之间的光滑曲线，且 | f ′(t)| ̸= 1

对一切 t 成立

解：易知齐次方程 utt − uxx = 0 的通解具有如下形式

u(x, t) = F(x− t) + G(x + t)

其中 F, G 为单变量函数

故

 u|x=t = F(0) + G(2t) = φ(t)

u|x= f (t) = F( f (t)− t) + G( f (t) + t) = ψ(t)
设 y = f (t)− t，因为 ∀t, | f ′(t)| ̸= 1，由隐函数定理，可解出 t = g(y)

则由上述方程组可解出 F, G  F(x) = ψ(g(x))− φ(
2g(x) + x

2
) + F(0)

G(x) = φ(
x
2
)− F(0)

故

u(x, t) = ψ(g(x− t))− φ(
2g(x− t) + x− t

2
) + φ(

x + t
2

)
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Exercice: 1.2 节第 9 题

求解波动方程的初值问题
utt = a2uxx +

tx
(1 + x2)2 (t > 0,−∞ < x < ∞)

u|t=0 = 0 (−∞ < x < ∞)

ut|t=0 =
1

1 + x2 (−∞ < x < ∞)

注：（1）
∫

arctan xdx = x arctan x− 1
2

ln (1 + x2) + C

解：作代换 V(x, t) = u(x, t)− t
2a2 arctan x，原问题化为

Vtt − a2vxx = 0

v|t=0 = 0

vt|t=0 =
1

1 + x2 −
arctan x

2a2

则由达朗贝尔公式

v(x, t) =
1
2a

∫ x+at

x−at

1
1 + s2 −

arctan x
2a2 ds

整理得

u(x, t) =
t

2a2 arctan x+
1

4a3

[
(2a2 − x− at) arctan (x + at)− (2a2 − x + at) arctan (x− at)

]
+

1
8a3 ln

1 + (x + at)2

1 + (x− at)2

Exercice: 1.3 节第 1 题

用分离变量法求下列问题的解

（1）


∂2u
∂t2 = a2 ∂2u

∂x2

u|t=0 = sin
3πx

l
,

∂u
∂t
|t=0 = x(l − x)

u(0, t) = u(l, t) = 0

（2）



∂2u
∂t2 − a2 ∂2u

∂x2 = 0

u(0, t) = 0,
∂u
∂x

(l, t) = 0

u(x, 0) =
h
l

x
∂u
∂t

(x, 0) = 0

解：

（1）由分离变量法，具有齐次 Dirichlet 边界条件的齐次方程通解形如

u(x, t) =
∞

∑
k=1

(Ak cos
kπa

l
t + Bk sin

kπa
l

t) sin
kπ

l
x

其中 Ak, Bk 为待定系数

代入初值条件，则 
u|t=0 =

∞
∑

k=1
Ak sin

kπ

l
x = sin

3πx
l

ut|t=0 =
∞
∑

k=1

kπa
l

Bk sin
kπ

l
x = x(l − x)
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故 Ak,
kπa

l
Bk 分别是函数 sin

3πx
l

, x(l − x) 在 [0, l] 上的傅里叶正弦级数

观察到 sin
3πx

l
本身具有傅里叶级数的形式，

由傅里叶级数的唯一性，得 Ak =

0, k ̸= 3

1, k = 3
由 x(l − x) 在 [0, l] 上的傅里叶正弦级数的形式，可得

kπa
l

Bk =
2
l

∫ l

0
x(l − x) sin

kπx
l

dx

解得 Bk =
4l3(1 + (−1)k+1)

ak4π4
则

u(x, t) = cos
3πa

l
t sin

3πx
l

+
∞

∑
k=1

4l3(1 + (−1)k+1)

ak4π4 sin
kπa

l
t sin

kπ

l
x

（2）由分离变量法，设齐次方程的通解形如 u(x, t) = X(x)T(t)，

其中 T′′ + λa2T = 0, X′′ + λX = 0, λ 为常数

当 λ < 0 时，X(x) = C1e
√
−λx + C2e−

√
−λx

代入边界条件，得

 C1 + C2 = 0

C1e
√
−λl − C2e−

√
−λl = 0

由于

∣∣∣∣∣ 1 1

e
√
−λl −e−

√
−λl

∣∣∣∣∣ ̸= 0，此时方程只有零解

当 λ = 0 时，X(x) = C1 + C2x

代入边界条件，得

 C1 = 0

C2 = 0

当 λ > 0 时，X(x) = C1 cos
√

λx + C2 sin
√

λx

代入边界条件，得

 C1 = 0

−
√

λC1 sin
√

λl +
√

λC2 cos
√

λl = 0

解得 cos
√

λl = 0, λk = (
2k + 1

2l
)2π2, k = 0, 1, 2, . . .

则 Xk(x) = C2 sin 2k+1
2l πx

将 λk 代入 T′′ + λa2T = 0，解出 Tk(t)，可得

u(x, t) =
∞

∑
k=0

(
Ak cos

2k + 1
2l

aπt + Bk sin
2k + 1

2l
aπt
)

sin
2k + 1

2l
πx

代入初值条件可得 
∞
∑

k=0
Ak sin 2k+1

2l πx = h
l x

∞
∑

k=0
Bk

2k+1
2l aπ sin 2k+1

2l πx = 0

断言

{√
2
l

sin
2k + 1

2l
πx

}∞

k=0

是 L2[0, l] 空间上的一组正规正交集

容易验证 ∫ l

0
sin

2m + 1
2l

πx · sin
2n + 1

2l
πxdx =

0, m ̸= n
l
2

, m = n
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则

Ak =

√
2
l
<

h
l

x,

√
2
l

sin
2k + 1

2l
πx > =

2
l

∫ l

0

h
l

x sin
2k + 1

2l
πxdx

=
8h

(2k + 1)2π2 (−1)k

Bk = 0

则

u(x, t) =
8h
π2

∞

∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)2 cos
2k + 1

2l
aπt · sin

2k + 1
2l

πx

Exercice: 1.3 节第 2 题

设弹簧一端固定，一端在外力作用下作周期振动，此时定解问题归结为
∂2u
∂t2 = a2 ∂2u

∂x2

u(0, t) = 0, u(l, t) = A sin2 ωt

u(x, 0) =
∂u
∂t

(x, 0) = 0

求解此问题

作代换 v(x, t) = u(x, t)− sin2 ωt
A
l

x

则原问题化为


vtt − a2vxx = −A

l
x · 2ω2 cos 2ωt = f (x, t)

v(0, t) = v(l, t) = 0

v(x, 0) =
∂v
∂t

(x, 0) = 0

令 Bk(τ) =
2

kπa
∫ l

0 f (ξ, τ) sin
kπ

l
ξdξ =

4Aω2l
(kπ)2a

cos 2ωτ(−1)k

则

v(x, t) =
∫ t

0

∞

∑
k=1

Bk(τ) sin
kπa

l
(t− τ) sin

kπ

l
xdτ

=
∞

∑
k=1

4Aω2l
(kπ)2a

(−1)k sin
kπ

l
x
∫ t

0
sin

kπa
l

(t− τ) cos 2ωτdτ

=
∞

∑
k=1

4Aω2l
(kπ)2a

(−1)k sin
kπ

l
x · lkπa

(kπa)2 − 4ω2l2 (cos 2ωt− cos
kπa

l
t) sin

kπ

l
x

=
∞

∑
k=1

4Aω2l2

kπ
(−1)k 1

(kπa)2 − 4ω2l2 (cos 2ωt− cos
kπa

l
t) sin

kπ

l
x

则

u(x, t) = sin2 ωt
A
l

x +
∞

∑
k=1

4Aω2l2

kπ
(−1)k 1

(kπa)2 − 4ω2l2 (cos 2ωt− cos
kπa

l
t) sin

kπ

l
x

Exercice: 1.3 节第 3 题

求弦振动方程

utt − a2uxx = 0 (0 < x < l, t > 0)

满足以下定解条件的解：
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（1）
u|x=0 = ux|x=l = 0

u|t=0 = sin
3
2l

πx, ut|t=0 = sin
5
2l

πx

（2）
ux|x=0 = ux|x=l = 0

u|t=0 = x, ut|t=0 = 0

解：（1）由分离变量法，设齐次方程的通解形如 u(x, t) = X(x)T(t)，

其中 T′′ + λa2T = 0, X′′ + λX = 0, λ 为常数

当 λ < 0 时，X(x) = C1e
√
−λx + C2e−

√
−λx

代入边界条件，得

 C1 + C2 = 0

C1e
√
−λl − C2e−

√
−λl = 0

由于

∣∣∣∣∣ 1 1

e
√
−λl e−

√
−λl

∣∣∣∣∣ ̸= 0，此时方程只有零解

当 λ = 0 时，X(x) = C1 + C2x

代入边界条件，得

 C1 = 0

C2 = 0

当 λ > 0 时，X(x) = C1 cos
√

λx + C2 sin
√

λx

代入边界条件，得

 C1 = 0

−
√

λC1 sin
√

λl +
√

λC2 cos
√

λl = 0

解得 cos
√

λl = 0, λk = (
2k + 1

2l
)2π2, k = 0, 1, 2, . . .

则 Xk(x) = C2 sin 2k+1
2l πx

将 λk 代入 T′′ + λa2T = 0，解出 Tk(t)，可得

u(x, t) =
∞

∑
k=0

(
Ak cos

2k + 1
2l

aπt + Bk sin
2k + 1

2l
aπt
)

sin
2k + 1

2l
πx

代入初值条件可得 
∞
∑

k=0
Ak sin 2k+1

2l πx = sin 3
2l πx

∞
∑

k=0
Bk

2k+1
2l aπ sin 2k+1

2l πx = sin 5
2l πx

断言

{√
2
l

sin
2k + 1

2l
πx

}∞

k=0

是 L2[0, l] 空间上的一组正规正交集

容易验证 ∫ l

0
sin

2m + 1
2l

πx · sin
2n + 1

2l
πxdx =

0, m ̸= n
l
2

, m = n

则

Ak =

1, k = 1

0, k ̸= 1
Bk =


2l

5aπ
, k = 2

0, k ̸= 2

则

u(x, t) = cos
3aπ

2l
t sin

3π

2l
x +

2l
5aπ

sin
5aπ

2l
t sin

5π

2l
x

2023



CSDN @ 爱吃白饭

（2）由分离变量法，设齐次方程的通解形如 u(x, t) = X(x)T(t)，

其中 T′′ + λa2T = 0, X′′ + λX = 0, λ 为常数

当 λ < 0 时，X(x) = C1e
√
−λx + C2e−

√
−λx

代入边界条件，得

 C1 − C2 = 0

C1e
√
−λl − C2e−

√
−λl = 0

由于

∣∣∣∣∣ 1 −1

e
√
−λl −e−

√
−λl

∣∣∣∣∣ ̸= 0，此时方程只有零解

当 λ = 0 时，X(x) = C1 + C2x

代入边界条件，得 C2 = 0，X(x) = C1

当 λ > 0 时，X(x) = C1 cos
√

λx + C2 sin
√

λx

代入边界条件，得

 C2 = 0

C1 sin
√

λl = 0

解得 λk = (
kπ

l
)2, k = 1, 2, . . .

则 Xk(x) = C1 cos kπ
l x

将 λk 代入 T′′ + λa2T = 0，解出相应的 Tk(t)

则

u(x, t) =
∞

∑
k=0

(
Ak cos

kπa
l

t + Bk sin
kπa

l
t
)

cos
kπ

l
x

代入初值条件可得 
∞
∑

k=0
Ak cos

kπ

l
x = x

∞
∑

k=0
Bk

kπa
l cos

kπ

l
x = 0

则 Ak 为 x 在区间 [0, l] 上的傅里叶余弦级数的系数，即

Ak =


2
l

∫ l

0
x · cos

kπ

l
xdx =

2l
(kπ)2 ((−1)k − 1), k ̸= 0

1
l

∫ l

0
xdx =

l
2

, k = 0

Bk = 0

则

u(x, t) =
l
2
+

∞

∑
k=1

2l
(kπ)2 ((−1)k − 1) cos

kπa
l

t cos
kπ

l
x

Exercice: 1.3 节第 4 题

用分离变量法求解初边值问题： 
utt − a2uxx = g

u|x=0 = ux|x=l = 0

u|t=0 = 0, ut|t=0 = sin
πx
2l

其中 g 为常数

法一（变量代换法）：作代换 v(x, t) = u(x, t) +
gx(x− 2l)

2a2
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原问题化为 
vtt − a2vxx = 0

v|x=0 = vx|x=l = 0

v|t=0 =
gx(x− 2l)

2a2 , vt|t=0 = sin
πx
2l

则由分离变量法，设齐次方程的通解形如 v(x, t) = X(x)T(t)，

其中 T′′ + λa2T = 0, X′′ + λX = 0, λ 为常数

当 λ < 0 时，X(x) = C1e
√
−λx + C2e−

√
−λx

代入边界条件，得

 C1 + C2 = 0

C1e
√
−λl − C2e−

√
−λl = 0

由于

∣∣∣∣∣ 1 1

e
√
−λl −e−

√
−λl

∣∣∣∣∣ ̸= 0，此时方程只有零解

当 λ = 0 时，X(x) = C1 + C2x

代入边界条件，得

 C1 = 0

C2 = 0

当 λ > 0 时，X(x) = C1 cos
√

λx + C2 sin
√

λx

代入边界条件，得

 C1 = 0

−
√

λC1 sin
√

λl +
√

λC2 cos
√

λl = 0

解得 cos
√

λl = 0, λk = (
2k + 1

2l
)2π2, k = 0, 1, 2, . . .

则 Xk(x) = C2 sin 2k+1
2l πx

将 λk 代入 T′′ + λa2T = 0，解出 Tk(t)，可得

v(x, t) =
∞

∑
k=0

(
Ak cos

2k + 1
2l

aπt + Bk sin
2k + 1

2l
aπt
)

sin
2k + 1

2l
πx

代入初值条件可得 
∞
∑

k=0
Ak sin 2k+1

2l πx =
gx(x− 2l)

2a2
∞
∑

k=0
Bk

2k+1
2l aπ sin 2k+1

2l πx = sin
πx
2l

断言

{√
2
l

sin
2k + 1

2l
πx

}∞

k=0

是 L2[0, l] 空间上的一组正规正交集

容易验证 ∫ l

0
sin

2m + 1
2l

πx · sin
2n + 1

2l
πxdx =

0, m ̸= n
l
2

, m = n

则

Ak =

√
2
l
<

gx(x− 2l)
2a2 ,

√
2
l

sin
2k + 1

2l
πx > =

2
l

∫ l

0

gx(x− 2l)
2a2 sin

2k + 1
2l

πxdx

=
−16l2g

a2(2k + 1)3π3

Bk =


2l
aπ

, k = 0

0, k ̸= 0
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则可得 v(x, t)，进而

u(x, t) = − gx(x− 2l)
2a2 +

2l
aπ

sin
aπ

2l
t sin

π

2l
x−

∞

∑
k=0

16l2g
a2(2k + 1)3π3 cos

2k + 1
2l

aπt sin
2k + 1

2l
πx

=
2l
aπ

sin
aπ

2l
t sin

π

2l
x +

∞

∑
k=0

16l2g
a2(2k + 1)3π3 sin

2k + 1
2l

πx−
∞

∑
k=0

16l2g
a2(2k + 1)3π3 cos

2k + 1
2l

aπt sin
2k + 1

2l
πx

=
2l
aπ

sin
aπ

2l
t sin

π

2l
x +

∞

∑
k=0

16l2g
a2(2k + 1)3π3 (1− cos

2k + 1
2l

aπt) sin
2k + 1

2l
πx

法二（齐次化原理）：设 u1(x, t), u2(X, t) 分别为如下两个问题的解
utt − a2uxx = 0, 0 < x < l, t > 0

u|x=0 = ux|x=l = 0

u|t=0 = 0, ut|t=0 = sin
πx
2l

(1)


utt − a2uxx = g, 0 < x < l, t > 0

u|x=0 = ux|x=l = 0

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0

(2)

对问题（1），由分离变量法，设齐次方程的通解形如 u1(x, t) = X(x)T(t)，

其中 T′′ + λa2T = 0, X′′ + λX = 0, λ 为常数

当 λ < 0 时，X(x) = C1e
√
−λx + C2e−

√
−λx

代入边界条件，得

 C1 + C2 = 0

C1e
√
−λl − C2e−

√
−λl = 0

由于

∣∣∣∣∣ 1 1

e
√
−λl −e−

√
−λl

∣∣∣∣∣ ̸= 0，此时方程只有零解

当 λ = 0 时，X(x) = C1 + C2x

代入边界条件，得

 C1 = 0

C2 = 0

当 λ > 0 时，X(x) = C1 cos
√

λx + C2 sin
√

λx

代入边界条件，得

 C1 = 0

−
√

λC1 sin
√

λl +
√

λC2 cos
√

λl = 0

解得 cos
√

λl = 0, λk = (
2k + 1

2l
)2π2, k = 0, 1, 2, . . .

则 Xk(x) = C2 sin 2k+1
2l πx

将 λk 代入 T′′ + λa2T = 0，解出 Tk(t)，可得

u1(x, t) =
∞

∑
k=0

(
Ak cos

2k + 1
2l

aπt + Bk sin
2k + 1

2l
aπt
)

sin
2k + 1

2l
πx

代入初值条件可得 
∞
∑

k=0
Ak sin 2k+1

2l πx = 0
∞
∑

k=0
Bk

2k+1
2l aπ sin 2k+1

2l πx = sin
πx
2l
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断言

{√
2
l

sin
2k + 1

2l
πx

}∞

k=0

是 L2[0, l] 空间上的一组正规正交集

容易验证 ∫ l

0
sin

2m + 1
2l

πx · sin
2n + 1

2l
πxdx =

0, m ̸= n
l
2

, m = n

则

Ak = 0, Bk =


2l
πa

, k = 0

0, k ̸= 0

则

u1(x, t) =
2l
πa

sin
aπt
2l

sin
πx
2l

对问题（2），若设 w(x, t, τ) 为如下问题的解
wtt − a2wxx = 0, 0 < x < l, t > τ

w|x=0 = wx|x=l = 0

w|t=τ = 0, wt|t=τ = g

(3)

则 u2(x, t) =
∫ t

0 w(x, t, τ)dτ

作代换 t′ = t− τ，问题（3）化为
wt′t′ − a2wxx = 0, 0 < x < l, t′ > 0

w|x=0 = wx|x=l = 0

w|t′=0 = 0, wt′ |t′=0 = g

(4)

类似问题（1）的求解可得 Ak = 0, Bk =
8lg

aπ2(2k + 1)2

则

w(x, t, τ) =
∞

∑
k=0

Bk(τ) sin
2k + 1

2l
aπ(t− τ) sin

2k + 1
2l

πx

=
∞

∑
k=0

8lg
aπ2(2k + 1)2 sin

2k + 1
2l

aπ(t− τ) sin
2k + 1

2l
πx

则

u2(x, t) =
∫ t

0
w(x, t, τ)dτ

=
∞

∑
k=0

16l2g
a2(2k + 1)3π3 (1− cos

2k + 1
2l

aπt) sin
2k + 1

2l
πx

由叠加原理，

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t)

=
2l
aπ

sin
aπ

2l
t sin

π

2l
x +

∞

∑
k=0

16l2g
a2(2k + 1)3π3 (1− cos

2k + 1
2l

aπt) sin
2k + 1

2l
πx
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Exercice: 1.3 节第 6 题

用分离变量法求下面问题的解：
∂2u
∂t2 + 2b

∂u
∂t

= a2 ∂2u
∂x2 (b > 0)

u|x=0 = u|x=l = 0

u|t=0 =
h
l

x,
∂u
∂t
|t=0 = 0

注：这道题须限定 b 的范围为 b <

√
π

l
· a，否则会导致复杂的讨论（产生可数多个情形）

解：由分离变量法，设 u(x, t) = X(x)T(t)

代入方程
∂2u
∂t2 + 2b

∂u
∂t

= a2 ∂2u
∂x2 ，得

X′′(x)
X(x)

=
T′′(t) + 2bT′(t)

a2T(t)

设上述方程两端均等于一个常数 λ，则有

X′′(x)− λX(x) = 0, T′′(t) + 2bT′(t)− λa2T(t) = 0

当 λ > 0 时，X(x) = C1e
√

λx + C2e−
√

λx

代入边界条件得

 C1 + C2 = 0

C1e
√

λl + C2e−
√

λl = 0

由

∣∣∣∣∣ 1 1

e
√

λl e−
√

λl

∣∣∣∣∣ ̸= 0，则方程只有零解

当 λ = 0 时，X(x) = C1 + C2x

代入边界条件得

 C1 = 0

C1 + C2l = 0
则 C1 = C2 = 0，方程只有零解

当 λ < 0 时，X(x) = C1 cos
√
−λx + C2 sin

√
−λx

代入边界条件得

 C1 = 0

C2 sin
√
−λl = 0

则 λk = −(
kπ

l
)2, k = 1, 2, 3, . . .，相应地，Xk(x) = C2 sin

kπ

l
x

将 λk 代入方程 T′′(t) + 2bT′(t)− λa2T(t) = 0，可得

u(x, t) =
∞

∑
k=1

Tk(t)Xk(x)

=
∞

∑
k=1

(
Ak cos

(√
(

kπa
l

)2 − b2

)
x + Bk sin

(√
(

kπa
l

)2 − b2

)
x

)
e−bt · sin

kπ

l
x

代入初值条件，得 
∞
∑

k=1
Ak sin

kπ

l
x =

h
l

x

∞
∑

k=1

(
−bAk + Bk

√
( kπa

l )2 − b2
)

sin
kπ

l
x = 0

则

Ak =
2
l

∫ l

0

h
l

x sin
kπ

l
xdx = − 2h

kπ
(−1)k
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Bk = −
2h
kπ

(−1)k · b√
( kπa

l )2 − b2

u(x, t) =
∞

∑
k=1

cos

(√
(

kπa
l

)2 − b2

)
x +

b√
( kπa

l )2 − b2
sin

(√
(

kπa
l

)2 − b2

)
x

 2h
kπ

(−1)k+1e−bt sin
kπ

l
x

Exercice: 1.4 节第 1 题

利用泊松公式求解波动方程的柯西问题

（1）

 utt = a2(uxx + uyy + uzz)

u|t=0 = 0, ut|t=0 = x2 + yz
（2）

 utt = a2(uxx + uyy + uzz)

u|t=0 = x3 + y2z, ut|t=0 = 0

注：（1）

∫ π
2

0
sinn xdx =

∫ π
2

0
cosn xdx =


n− 1

n
· n− 3

n− 2
· · · 2

3
· 1, n为奇数

n− 1
n
· n− 3

n− 2
· · · 1

2
· π

2
, n为偶数

（2） ∫ π

0
sinn xdx = 2

∫ π
2

0
sinn xdx

∫ π

0
cosn xdx =


0, n为奇数

2 · n− 1
n
· n− 3

n− 2
· · · 1

2
· π

2
, n为偶数

（3） ∫ 2π

0
sinn xdx =

∫ 2π

0
cosn xdx =


0, n为奇数

4 · n− 1
n
· n− 3

n− 2
· · · 1

2
· π

2
, n为偶数

（1）由泊松公式得

u(x, y, z, t) =
1

4πa2t

∫∫
∂B(M,at)

ξ2 + ηζdS

作球坐标代换


ξ − x = at sin θ cos φ

η − y = at sin θ sin φ

ζ − z = at cos θ

得

u =
1

4πa2t

∫ 2π

0

∫ π

0

[
(x + at sin θ cos φ)2 + (y + at sin θ sin φ)(z + at cos θ)

]
(at)2 sin θdθdφ

= x2t + yzt +
1
3

a2t3

（2）由泊松公式得

u(x, y, z, t) =
∂

∂t

 1
4πa2t

∫∫
∂B(M,at)

ξ3 + η2ζdS



作球坐标代换


ξ − x = at sin θ cos φ

η − y = at sin θ sin φ

ζ − z = at cos θ
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得

1
4πa2t

∫∫
∂B(M,at)

ξ3 + η2ζdS =
∫ 2π

0

∫ π

0

[
(x + at sin θ cos φ)3 + (y + at sin θ sin φ)2(z + at cos θ)

]
(at)2 sin θdθdφ

= x3t + y2zt + xa2t3 +
za2t3

3

则

u(x, y, z, t) = x3 + y2z + 3xa2t2 + za2t2

Exercice: 1.4 节第 2 题

试用降维法导出弦振动方程的达朗贝尔公式

证明：考虑一维弦振动方程的 Cauchy 问题 utt − a2uzz = 0

u|t=0 = φ(z), ut|t=0 = ψ(z)

若设 ũ(x, y, z, t) = u(z, t)，则 ũ 满足三维波动方程的 Cauchy 问题
∂2ũ
∂t2 = a2

(
∂2ũ
∂x2 +

∂2ũ
∂y2 +

∂2ũ
∂z2

)
ũ|t=0 = φ(z),

∂ũ
∂t
|t=0 = ψ(z)

由泊松公式得，

u(x, y, z, t) =
∂

∂t

 1
4πa2t

∫∫
∂B(M,at)

φ(ζ)dS

+
1

4πa2t

∫∫
∂B(M,at)

ψ(ζ)dS

作代换 ζ = z + at cos θ，得到

u =
∂

∂t

(
1

4πa2t
· 2π ·

∫ π

0
φ(z + at cos θ)(at)2 sin θdθ

)
+

1
4πa2t

· 2π ·
∫ π

0
ψ(z + at cos θ)(at)2 sin θdθ

作代换 α = z + at cos θ

u =
∂

∂t

(
1

4πa2t
· 2πat

∫ z+at

z−at
φ(α)dα

)
+

1
4πa2t

· 2πat
∫ z+at

z−at
ψ(α)dα

=
1
2
(φ(z + at)− φ(z− at)) +

1
2a

∫ z+at

z−at
ψ(α)dα

Exercice: 1.4 节第 3 题

求解（2）


utt − 3(uxx + uyy) = x3 + y3

u|t=0 = 0

ut|t=0 = x2

解：设 u1, u2 分别为如下两个问题的解 utt − 3(uxx + uyy) = 0

u|t=0 = 0, ut|t=0 = x2

 utt − 3(uxx + uyy) = x3 + y3

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0
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由二维波动方程的泊松公式得

u1(x, y, t) =
1

2πa

∫ at

0

∫ 2π

0

(x + r cos θ)2√
(at)2 − r2

rdθdr

= tx2 +
1
3

a2t3

= tx2 + t3

由齐次化原理，

u2(x, y, t) =
1

2πa

∫ t

0

∫ a(t−τ)

0

∫ 2π

0

(x + r cos θ)3 + (y + r sin θ)3√
a2(t− τ)2 − r2

rdθdrdτ

作代换 ρ = a(t− τ)，则

u2(x, y, t) =
1

2πa

∫ at

0

∫ 2π

0

∫ ρ

0

(x + r cos θ)3 + (y + r sin θ)3√
ρ2 − r2

rdrdθ(
1
a

dρ)

=
(x3 + y3)t2

2
+

(x + y)a2t4

4

=
(x3 + y3)t2

2
+

3(x + y)t4

4

则

u = u1 + u2

= tx2 + t3 +
(x3 + y3)t2

2
+

3(x + y)t4

4

注：计算上述积分的比较好的方法：先对 θ 积分，再作代换 s =
√

ρ2 − r2

Exercice: 1.4 节第 4 题

求二维波动方程的轴对称解（即二维波动方程的形如 u = u(r, t) 的解，其中 r =
√

x2 + y2）

解：

对二维波动方程作代换 r =
√

x2 + y2，得到

utt = a2(urr +
1
r

ur)

由分离变量法，设 u(r, t) = R(r)T(t)，代入方程得

T′′(t)
a2T(t)

=
R′′(r) +

1
r

R′(r)

R(r)

设上述方程两端均等于一个常数 λ，解得 T(t) = A(λ) cos a
√

λt + B(λ) sin a
√

λt

R(r) = J0(
√

λr)

令
√

λ = µ，叠加得

u(r, t) =
∫ ∞

0
(A(µ) cos aµt + B(µ) sin aµt) J0(µr)dµ

2023



CSDN @ 爱吃白饭

Exercice: 1.4 节第 5 题

求解下列 Cauchy 问题 
utt = a2(uxx + uyy) + c2u

u|t=0 = φ(x, y)
∂u
∂t
|t=0 = ψ(x, y)

解：（降维法）

令 v(x, y, z, t) = e
cz
a u(x, y, t)

原问题化为


vtt − a2(vxx + vyy + vzz) = 0

v|t=0 = e
cz
a φ(x, y)

vt|t=0 = e
cz
a ψ(x, y)

由泊松公式，

u(x, y, z, t) =
∂

∂t

 1
4πa2t

∫∫
∂B(M,at)

e
cz
a φdS

+
1

4πa2t

∫∫
∂B(M,at)

e
cz
a ψdS

记球面 ∂B(M, at) 在 ξOη 平面上的投影为 Σ(M, at)，则

dS =
at√

a2t2 − (ξ − x)2 − (η − y)2
dξdη

则 ∫∫
SM

at

e
cζ
a φ(ξ, η)dS =

∫∫
ΣM

at

e
c
(

z+
√

a2t2−(ξ−x)2−(η−y)2
)

a φ(ξ, η)√
a2t2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

rdξdη

+
∫∫

ΣM
at

e
c
(

z−
√

a2t2−(ξ−x)2−(η−y)2
)

a φ(ξ, η)√
a2t2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

rdξdη

= 2e
cz
a

∫∫
ΣM

at

ch
[

c
a

√
a2t2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

]
√

a2t2 − (ξ − x)2 − (η − y)2
φ(ξ, η)rdξdη

= 2e
cz
a

∫ 2π

0

∫ at

0

ch
√

c2t2 −
( c

a r
)2

√
a2t2 − r2

φ(x + r cos θ, y + r sin θ)r2drdθ.

所以，

v(x, y, z, t) =
1

2πa
∂

∂t

e
cz
a

∫ 2π

0

∫ at

0

ch
√

c2t2 −
( c

a r
)2

√
a2t2 − r2

φ(x + r cos θ, y + r sin θ)rdrdθ


+

1
2πa

e
cz
a

∫ 2π

0

∫ at

0

ch
√

c2t2 −
( c

a r
)2

√
a2t2 − r2

ψ(x + r cos θ, y + r sin θ)rdrdθ.

于是

u(x, y, t) =
1

2πa
∂

∂t

∫ 2π

0

∫ at

0

ch
√

c2t2 −
( c

a r
)2

√
a2t2 − r2

φ(x + r cos θ, y + r sin θ)rdrdθ


+

1
2πa

∫ 2π

0

∫ at

0

ch
√

c2t2 −
( c

a r
)2

√
a2t2 − r2

ψ(x + r cos θ, y + r sin θ)rdrdθ,
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Exercice: 1.4 节第 9 题

求解以下 Cauchy 问题

（1）


utt = 4(uxx + uyy + uzz)

u|t=0 = 0, ut|t=0 =
1

1 + (x + y + z)2

（2）

 utt = 4(uxx + uyy + uzz)

u|t=0 = sin x + e2z, ut|t=0 = 0

解：（1）作代换 r = x + y + z，将变换后的函数 u 仍记为 u，则原问题变为
utt = 12urr

u|t=0 = 0, ut|t=0 =
1

1 + r2

故可设齐次方程的解 u(r, t) = F(r− 2
√

3t) + G(r + 2
√

3t)，其中 F,G 均为单变量函数

代入初值条件 u|t=0 = 0, ut|t=0 =
1

1 + r2，得
F(r) + G(r) = 0

−2
√

3F′(r) + 2
√

3G′(r) =
1

1 + r2

解得


F(r) = − 1

4
√

3
arctan r + C

G(r) =
1

4
√

3
arctan r− C

，其中 C 为常数

则

u =
1

4
√

3
(arctan (x + y + z + 2

√
3t)− arctan (x + y + z− 2

√
3t))

（2）设 u1, u2 分别是如下两个问题的解 utt = 4(uxx + uyy + uzz)

u|t=0 = sin x, ut|t=0 = 0

 utt = 4(uxx + uyy + uzz)

u|t=0 = e2z, ut|t=0 = 0

由三维泊松公式，

u1(x, t) =
∂

∂t

 1
4πa2t

∫∫
∂B(M,at)

sin ξdS


若作球面坐标代换，不妨令 ξ = x + r cos θ，则

u1 =
∂

∂t

(
1

4πa2t

∫ 2π

0

∫ π

0
sin (x + r cos θ)r2 sin θdθdφ

)
=

∂

∂t

(
1

4πa2t
2π
∫ π

0
sin (x + r cos θ)r2 sin θdθ

)
作代换 α = x + r cos θ，则

u1 =
∂

∂t

(
1

4πa2t
2πat

∫ x+at

x−at
sin αdα

)
=

1
2
(sin (x + at) + sin (x− at))

类似地

u2(x, t) =
1
2

(
e(z+at) + e(z−at)

)
则解为

u(x, y, z, t) = u1(x, y, z, t) + u2(x, y, z, t)

=
1
2

(
sin (x + at) + sin (x− at) + e(z+at) + e(z−at)

)
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Exercice: 1.6 节第 1 题

对受摩擦力作用且具有固定端点的有界弦振动，满足方程

utt = a2uxx − cut

其中常数 c > 0，证明其能量是减少的，并由此证明方程

utt = a2uxx − cut + f

的初边值问题解的唯一性以及关于初始条件及自由项的稳定性

证明：

（1）能量是减少的：

设有界弦长度为 0 < x < l, E(t) =
∫ l

0 (u
2
t + a2u2

x)dx

端点固定即为符合第一类边界条件：u|x=0 = u|x=l = 0，则 ut|x = 0 = ut|x=l = 0

于是

dE(t)
dt

= 2
∫ l

0

(
ut · utt + a2uxuxt

)
dx

= 2
∫ l

0
(ututt − a2utuxx)dx + 2a2

∫ l

0
utuxx + uxuxtdx

= 2
∫ l

0
ut(utt − a2uxx)dx + 2a2

∫ l

0

∂(uxut)

∂x
dx

= 2
∫ l

0
ut(utt − a2uxx)dx

= −2c
∫ l

0
u2

t dx < 0

即说明能量是减少的

（2）解的唯一性

设 u1, u2 为该问题的两个解，则 u = u1 − u2 满足齐次方程，齐次初边值条件

由于能量是减少的，则 0 ≤ E(t) ≤ E(0) = 0 得 E(t) ≡ 0，进而 ut = ux = uy = 0，即 u 为常数

又由于 u 的初值为 0，则 u 恒为 0，解唯一

（3）解的稳定性

对于问题


utt = a2uxx − cut + f

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x)

u|x=0 = u|x=l = 0

建立该方程的能量不等式，设 E0(t) =
∫ l

0 u2(x, t)dx

dE(t)
dt

= 2
∫ l

0
ut(utt − a2uxx)dx

= 2
∫ l

0
ut( f − cut)dx

≤ 2
∫ l

0
ut f dx

≤
∫ l

0
u2

t dx +
∫ l

0
f 2dx

≤ E(t) +
∫ l

0
f 2dx

用 e−t 乘上式左右两端，得
d
dt

[e−tE(t)] ≤ e−t
∫ l

0
f 2dx
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再从 0 到 t 积分，得

E(t) ≤ et
[

E(0) +
∫ t

0
e−τ

∫ l

0
f 2dxdτ

]
于是，对 0 ≤ t ≤ T，有

E(t) ≤ C0

[
E(0) +

∫ T

0

∫ l

0
f 2dxdt

]
≤ C0

[
E(0) + E0(0) +

∫ T

0

∫ l

0
f 2dxdt

]
其中 C0 是一个仅与 T 有关的正常数

又对 E0(t)

dE0(t)
dt

= 2
∫ l

0
u · utdx

≤
∫ l

0
u2dx +

∫ l

0
u2

t dx

≤ E0(t) + E(t)

用 e−t 乘上式左右两端，得
d
dt

[e−tE0(t)] ≤ e−tE(t)

再从 0 到 t 积分，得

E0(t) ≤ et
[

E0(0) +
∫ t

0
e−τE(τ)dτ

]
≤ etE0(0) + et(

∫ t

0
e−τdτ)C0(E(0) +

∫ T

0

∫ l

0
f 2dxdt)

≤ C′1E0(0) + C′′1 (E(0) +
∫ T

0

∫ l

0
f 2dxdt)

≤ C1(E0(0) + E(0) +
∫ T

0

∫ l

0
f 2dxdt)

其中 C′1, C′′1 , C1 均为仅与 T 有关的正常数

从而得能量不等式

E(t) + E0(t) ≤ C
[

E0(0) + E(0) +
∫ T

0

∫ l

0
f 2dxdt

]
添加对初始条件及自由项的扰动，

在区间 [0, l] 上，

||φ1 − φ2||L2 ≤ η, ||φ1x − φ2x||L2 ≤ η, ||ψ1 − ψ2||L2 ≤ η

在区间 [0, l]× (0, T) 上，|| f1 − f2|| ≤ η

其中 η 为充分小的正数

由能量不等式

E(t) + E0(t) =
∫ l

0
u2

t + a2u2
xdx +

∫ l

0
u2dx

≤ C(E(0) + E0(0) +
∫ T

0

∫ l

0
f 2dxdt)

= C(
∫ l

0
ψ2 + a2 φ2

xdx +
∫ l

0
φ2dx +

∫ T

0

∫ l

0
f 2dxdt)

故 ∀ε > 0，只需 η <

√
ε

C(a2 + T + 2)
，即可得到

||u1t − u2t||2 + a2||u1x − u2x||2 + ||u1 − u2||2 ≤ C(a2 + T + 2)η2 < ϵ

即 ||u1t − u2t||2, ||u1x − u2x||2, ||u1 − u2||2 均小于 ε

解是稳定的
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Exercice: 1.6 节第 5 题

考虑波动方程的第三类初边值问题
utt − a2(uxx + uyy) = 0, t > 0, (x, y) ∈ Ω

u|t=0 = φ(x, y), ut|t=0 = ψ(x, y)(
∂u
∂n

+ σu
)
|Γ = 0

其中 σ > 0 是常数，Γ 为 Ω 的边界，n 为 Γ 上的单位外法线向量，对于上述定解问题的解，定义能量积分

E(t) =
∫∫
Ω

[u2
t + a2(u2

x + u2
y)]dxdy + a2

∫
Γ

σu2ds

试证明 E(t) ≡ 常数，并由此证明上述定解问题解的唯一性

证明：由 Green 公式，

dE(t)
dt

= 2
∫∫
Ω

ututt + a2(uxuxt + uyuyt)dxdy + 2a2
∫

Γ
σuutdS

= 2
∫∫
Ω

ut

[
utt − a2(uxx + uyy)

]
dxdy

+ 2a2
∫∫
Ω

(uxxut + uyyut + uxuxt + uyuyt)dxdy + 2a2
∫

Γ
σuutdS

= 2
∫∫
Ω

ut

[
utt − a2(uxx + uyy)

]
dxdy

+ 2a2
∫

Γ
(uxut cos (n, x) + uyut cos (n, y))dxdy + 2a2

∫
Γ

σuutdS

= 2
∫∫
Ω

ut

[
utt − a2(uxx + uyy)

]
dxdy

+ 2a2
∫

Γ
ut(

∂u
∂n

+ σu)dS

= 0

故 E(t) 恒为常数，下证解的唯一性

设 u1, u2 为该问题的两个解，则 u = u1 − u2 满足齐次方程，齐次初边值条件

又 E(t) = E(0) = 0，即 ut = ux = uy = 0，则说明 u 恒为常数，由边界条件得 u ≡ 0

解是唯一的

Exercice: 1.6 节第 6 题

设有界区域 Ω ⊂ R3 的边界由 Γ0, Γ1 两部分组成，u 为如下初边值问题的解：
utt − a2△u = 0, (x, y, z) ∈ Ω, t > 0

u|Γ0 = 0,
∂u
∂n

+ σ
∂u
∂t
|Γ1 = 0, σ > 0为常数

u|t=0 = φ(x, y, z), ut|t=0 = ψ(x, y, z)

试证明总能量

E(t) =
1
2

∫∫∫
Ω

(u2
t + a2|∇u|2)dxdydz

随时间增加而减少

证明：
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dE(t)
dt

=
∫∫∫

Ω

ututt + a2(uxuxt + uyuyt + uzuzt)dxdydz

=
∫∫∫

Ω

ut(utt − a2△u)dxdydz + a2
∫∫∫

Ω

(
∂(utux)

∂x
+

∂(utuy)

∂y
+

∂(utuz)

∂z

)
dxdydz

= a2
∫∫

Γ0+Γ1

ut
(
ux cos (n, x) + uy cos (n, y) + uz cos (n, z)

)
dS

= a2
∫∫
Γ1

ut(−σut)dS

= −σa2
∫∫
Γ1

u2
t dS

Exercice: 1.6 节第 7 题

设 u(x, t) 是 [0, 1]× [0, ∞) 中初边值问题
utt − uxx = 0

u|x=0 = u|x=l = 0

u|t=0 = 0, ut|t=0 = x2(1− x)

的解，求

∫ 1

0
[u2

t (x, t) + u2
x(x, t)]dx

解:

由于总能量恒为常数，则 E(t) = E(0) =
∫ 1

0 (x2(1− x))2dx =
1

105

Exercice: 1.6 节第 8 题

设设 u(x, t) 是 [0, 1]× [0, ∞) 中初边值问题
utt − uxx = 0

u|x=0 = u|x=l = 0

u|t=0 = 0, ut|t=0 = x(1− x)

的解，求 lim
t→∞

∫ 1
2

0
[u2

t (x, t) + u2
x(x, t)]dx

解：容易发现上述问题的解 u(x, t) 关于 x = 1
2 对称

则

lim
t→∞

∫ 1
2

0
[u2

t (x, t) + u2
x(x, t)]dx = lim

t→∞

1
2

E(t) =
1
2

E(0) =
1

60
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第二章

Exercice: 2.2 节第 1 题

用分离变量法求下列定解问题的解：

∂u
∂t

= a2 ∂2u
∂x2 , (t > 0, 0 < x < π)

u(0, t) =
∂u
∂x

(π, t) = 0 (t > 0)

u(x, 0) = f (x) (0 < x < π)

解：由分离变量法，设 u(x, t) = X(x)T(t)

其中 X′′ + λX = 0, T′ + λa2T = 0, λ 为常数

当 λ < 0 时，X(x) = C1e
√
−λx + C2e−

√
−λx

代入边界条件，得

 C1 + C2 = 0
√
−λC1e

√
−λπ −

√
−λC2e−

√
−λπ = 0

由

∣∣∣∣∣ 1 1
√
−λe

√
−λπ −

√
−λe−

√
−λπ

∣∣∣∣∣ ̸= 0，得 X(x) 只有零解

当 λ = 0 时，X(x) = C1 + C2x

代入边界条件，得

 C1 = 0

C2 = 0
，X(x) 只有零解

当 λ > 0 时，X(x) = C1 cos
√

λx + C2 sin
√

λx

代入边界条件，得

 C1 = 0
√

λC2 cos
√

λπ = 0

解得 λk = ( 2k+1
2 )2 k = 0, 1, 2, . . .

则 X(x) = C2 sin 2k+1
2 x

将 λk 代入 T′ + λa2T = 0，解得相应的 Tk(t)

则 u(x, t) =
∞
∑

k=0
Ake−(

2k+1
2 )2a2t sin 2k+1

2 x

代入初值条件，得
∞
∑

k=0
Ak sin 2k+1

2 x = f (x)

断言

{√
2
π

sin
2k + 1

2
x

}∞

k=0

是 L2[0, π] 上的正规正交集

容易验证 ∫ π

0
sin

2m + 1
2

x sin
2n + 1

2
xdx =

0, m ̸= n
π

2
, m = n

则

Ak =

√
2
π

〈
f (x),

√
2
π

sin
2k + 1

2
x

〉

=
2
π

∫ π

0
f (x) sin

2k + 1
2

xdx

故

u(x, t) =
∞

∑
k=0

2
π

∫ π

0
f (x) sin

2k + 1
2

xdx · e
−(

2k + 1
2

)2a2t
sin

2k + 1
2

x
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Exercice: 2.2 节第 2 题

用分离变量法求解热传导方程的初边值问题：

∂u
∂t

=
∂2u
∂x2 , (t > 0, 0 < x < 1)

u(x, 0) =


x, 0 < x ≤ 1

2
1− x,

1
2
< x < 1

u(0, t) = u(1, t) = 0 (t > 0)

解：由分离变量法，设 u(x, t) = X(x)T(t)

其中 X′′ + λX = 0, T′ + λT = 0, λ 为常数

当 λ < 0 时，X(x) = C1e
√
−λx + C2e−

√
−λx

代入边界条件，得

 C1 + C2 = 0

C1e
√
−λ − C2e−

√
−λ = 0

由

∣∣∣∣∣ 1 1

e
√
−λ −e−

√
−λ

∣∣∣∣∣ ̸= 0，得 X(x) 只有零解

当 λ = 0 时，X(x) = C1 + C2x

代入边界条件，得

 C1 = 0

C1 + C2 = 0
，X(x) 只有零解

当 λ > 0 时，X(x) = C1 cos
√

λx + C2 sin
√

λx

代入边界条件，得

 C1 = 0

C2 sin
√

λ = 0

解得 λk = (kπ)2 k = 1, 2, . . .

则 X(x) = C2 sin kπx

将 λk 代入 T′ + λT = 0，解得相应的 Tk(t)

则 u(x, t) =
∞
∑

k=1
Ake−(kπ)2t sin kπx

代入初值条件，得
∞

∑
k=1

Ak sin kπx =

x, 0 < x ≤ 1
2

1− x, 1
2 < x < 1

= f (x)

则 Ak 为 f (x) 在区间 [0, 1] 上的傅里叶正弦级数的系数，即

Ak = 2
∫ 1

0
f (x) sin kπxdx

= 2
∫ 1

2

0
x sin kπxdx + 2

∫ 1

1
2

(1− x) sin kπxdx

=
4

k2π2 sin
kπ

2

故

u(x, t) =
∞

∑
k=1

4
k2π2 sin

kπ

2
· e−(kπ)2t sin kπx
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Exercice: 2.2 节第 3 题

如果有一长度为 l 的均匀细棒，其周围以及两端 x = 0, x = l 均为绝热的，初始温度分布为 u(x, 0) =

f (x)，问以后时刻的温度分布如何？且证明当 f (x) 等于常数 u0 时，恒有 u(x, t) = u0

注：绝热说明不产生热交换，即为齐次的 Neumann 边界条件

建立定解问题 
ut = a2uxx

ux|x=0 = ux|x=l = 0

u|t=0 = f (x)

由分离变量法，设 u(x, t) = X(x)T(t)

其中 X′′ + λX = 0, T′ + λa2T = 0, λ 为常数

当 λ < 0 时，X(x) = C1e
√
−λx + C2e−

√
−λx

代入边界条件，得


√
−λC1 −

√
−λC2 = 0

√
−λC1e

√
−λl −

√
−λC2e−

√
−λl = 0

由

∣∣∣∣∣ 1 −1

e
√
−λl −e−

√
−λl

∣∣∣∣∣ ̸= 0，得 X(x) 只有零解

当 λ = 0 时，X(x) = C1 + C2x

代入边界条件，得 C2 = 0，X(x) ≡ C1

当 λ > 0 时，X(x) = C1 cos
√

λx + C2 sin
√

λx

代入边界条件，得


√

λC2 = 0

−
√

λC1 sin
√

λl = 0

解得 λk = ( kπ
l )2 k = 1, 2, . . .

则 X(x) = C1 cos kπ
l x

将 λk 代入 T′ + λa2T = 0，解得相应的 Tk(t)

则 u(x, t) =
∞
∑

k=0
Ake−(

kπ
l )2a2t cos kπ

l x

代入初值条件，得
∞
∑

k=0
Ak cos kπ

l x = f (x)

则 Ak 为 f (x) 在区间 [0, l] 上的傅里叶余弦级数的系数，即

Ak =


2
l
∫ l

0 f (x) cos
kπ

l
xdx, k = 1, 2, . . .

1
l
∫ l

0 f (x)dx, k = 0

则

u(x, t) =
1
l

∫ l

0
f (x)dx +

∞

∑
k=1

2
l

∫ l

0
f (x) cos

kπ

l
xdx · e−(

kπ
l )2a2t cos

kπ

l
x

当 f (x) ≡ u0 时，Ak =

u0, k = 0

0, k = 1, 2, . . .
则此时，u(x, t) = u0
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Exercice: 2.2 节第 7 题

设 u(x, t) 是 (0,
π

2
)× (0, ∞) 中初边值问题


ut = uxx

u(0, t) = 1, u(
π

2
, t) = 4

u(x, 0) = cos4 x + 4 sin5 x

的解，求 lim
t→∞

u(x, t)

解：

作代换 v(x, t) = u(x, t)− ( 6
π x + 1)

则原问题化为 
vt = vxx

v(0, t) = v(
π

2
, t) = 0

v(x, 0) = cos4 x + 4 sin5 x− 6
π x− 1

由分离变量法，设 v(x, t) = X(x)T(t)

其中 X′′ + λX = 0, T′ + λT = 0, λ 为常数

当 λ < 0 时，X(x) = C1e
√
−λx + C2e−

√
−λx

代入边界条件，得

 C1 + C2 = 0

C1e
√
−λ π

2 + C2e−
√
−λ π

2 = 0

由

∣∣∣∣∣ 1 1

e
√
−λ π

2 e−
√
−λ π

2

∣∣∣∣∣ ̸= 0，得 X(x) 只有零解

当 λ = 0 时，X(x) = C1 + C2x

代入边界条件，得

 C1 = 0

C1 +
π
2 C2 = 0

，X(x) 只有零解

当 λ > 0 时，X(x) = C1 cos
√

λx + C2 sin
√

λx

代入边界条件，得

 C1 = 0

C2 cos
√

λ π
2 = 0

解得 λk = (2k + 1)2 k = 0, 1, 2, . . .

则 X(x) = C2 sin (2k + 1)x

将 λk 代入 T′ + λT = 0，解得相应的 Tk(t)

则 v(x, t) =
∞
∑

k=0
Ake−(2k+1)2t sin (2k + 1)x

代入初值条件，得

∞

∑
k=0

Ak sin (2k + 1)x = cos4 x + 4 sin5 x− 6
π

x− 1 = f (x)

断言

{√
4
π

sin (2k + 1)x

}∞

k=0

是 L2[0, π
2 ] 上的正规正交集

容易验证 ∫ π
2

0
sin (2m + 1)x sin (2n + 1)xdx =

0, m ̸= n
π

4
, m = n
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则

Ak =

√
4
π

〈
f (x),

√
4
π

sin (2k + 1)x

〉

=
4
π

∫ π
2

0
f (x) sin (2k + 1)xdx

故

u(x, t) = v(x, t) +
6
π

x + 1

=
6
π

x + 1 +
∞

∑
k=0

4
π

∫ π
2

0
f (x) sin (2k + 1)xdx · e−(2k+1)2t sin (2k + 1)x

则 lim
t→∞

u(x, t) = 6
π x + 1

Exercice: 2.3 节第 1 题

求下述函数的傅里叶变换

（1）e−ηx2
(η > 0)

（2）e−a|x| (a > 0)

（3）
x

(a2 + x2)k ,
1

(a2 + x2)k (a > 0, k为自然数)

解：

（1） f (x) = e−ηx2
的傅里叶变换为

f̃ (λ) =
∫ ∞

−∞
e−ηx2 · e−iλxdx

= e−
λ2
4η

∫ ∞

−∞
e−η(x+ iλ

2η )
2
dx

=

√
π

η
e−

λ2
4η

（2） f (x) = e−a|x| 的傅里叶变换为

f̃ (λ) =
∫ ∞

−∞
e−a|x| · e−iλxdx

=
∫ 0

−∞
eax · e−iλxdx +

∫ ∞

0
e−ax · e−iλxdx

=
1

a− iλ
+

1
a + iλ

=
2a

a2 + λ2

（3） f (x) =
1

(a2 + x2)k 的傅里叶变换为

f̃ (λ) =
∫ ∞

−∞

e−iλx

(a2 + x2)k dx

将这个积分视为复平面上的积分，设 g(z) =
e−iλz

(a2 + z2)k

则 f̃ (λ) 即为 g(z) 在实轴 Γ 上的积分

不妨设复平面中的上半平面 Ω 为实轴 Γ 所围成的区域，

容易发现 g(z) 在 Ω 中有奇点 z = ai
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则由柯西留数定理

f̃ (λ) =
∫

Γ
g(z)dz = 2πi Res

z=ai
g(z)

又奇点 z = ai 为 k 阶奇点，设 g(z) =
e−λz

(z+ai)k

(z− ai)k =
φ(z)

(z− ai)k

则

Res
z=ai

g(z) =
φ(k−1)(ai)

(k− 1)!

=
1

(k− 1)!

[
k−1

∑
m=0

Cm
k−1

(
(z + ai)−k

)(m)
·
(

e−iλz
)(k−m−1)

] ∣∣∣∣∣
z=ai

=
1

(k− 1)!

[
k−1

∑
m=0

Cm
k−1

(
(−1)m(k + m− 1)!
(k− 1)!(2ai)k+m

)(
(−iλ)k−m−1 · eaλ

)]

=
1

(k− 1)!

k−1

∑
m=0

(k + m− 1)!(−1)k−m−1

m!(k−m− 1)!i(2a)k+m · λ
k−m−1eaλ

则

f̃ (λ) =
2πi

(k− 1)!

k−1

∑
m=0

(k + m− 1)!(−1)k−m−1

m!(k−m− 1)!i(2a)k+m · λ
k−m−1eaλ

注：（1）柯西留数定理： f (z) 在周线或复周线 C 所围成的区域 D 内，除 a1, a2, · · · , an 外解析，在闭域

D = D + C 上除 a1, a2, · · · , an 外连续，则∫
C

f (z)dz = 2πi
n

∑
k=1

Res
z=ak

f (z)

（2）( f · g)(k) =
k
∑

m=0
Cm

k f (m) · g(k−m)

Exercice: 2.3 节第 3 题

用傅里叶变换求解三维热传导方程的柯西问题
∂u
∂t

= a2
(

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 +

∂2u
∂z2

)
u|t=0 = φ(x, y, z)

解：对齐次方程及初始条件均作用关于 x,y,z 的傅里叶变换，记 F(u) = ũ(λ, µ, ν, t)，则
dũ
dt

= −a2(λ2 + µ2 + ν2)ũ

ũ(λ, µ, ν, 0) = φ̃(λ, µ, ν, 0)

解这个关于 t 的常微分方程，得到 ũ = φ̃ · e−a2(λ2+µ2+ν2)t

方程两端同时作用傅里叶逆变换，

由于

F−1(e−a2(λ2+µ2+ν2)t) = (
1

2π
)3
∫∫∫
R3

e−a2(λ2+µ2+ν2)t · ei(λx+µy+νz)dλdµdν

= (
1

2π
)3e−

x2+y2+z2

4a2t (

√
π

a2t
)3

= (
1

2a
√

πt
)3e−

x2+y2+z2

4a2t

则

u = (
1

2a
√

πt
)3
∫∫∫
R3

φ(ξ, η, ζ)e−
(x−ξ)2+(y−η)2+(z−ζ)2

4a2t dξdηdζ
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Exercice: 2.3 节第 5 题

求解热传导方程（3.17）的柯西问题，已知

（1）u|t=0 = sin x

（2）用延拓法求解半有界直线上的热传导方程（3.17），假设 u(x, 0) = φ(x) (0 < x < ∞)

u(0, t) = 0

解：

（1）考虑如下定解问题  ut = a2uxx

u|t=0 = sin x

由傅里叶变换法，该问题的解为

u(x, t) =
1

2a
√

πt

∫ ∞

−∞
sin ξe−

(x−ξ)2

4a2t dξ

=
1

2a
√

πt
· 1

2i

∫ ∞

−∞
e−

(x−ξ)2

4a2t
+iξ − e−

(x−ξ)2

4a2t
−iξdξ

=
1

2a
√

πt
· 1

2i

(
2a
√

πt · e−a2t+ix − 2a
√

πt · e−a2t−ix
)

= e−a2t sin x

（2）考虑如下定解问题 
ut = a2uxx

u(x, 0) = φ(x) (0 < x < ∞)

u(0, t) = 0

作 φ(x) 在整个区间上的延拓 Φ(x)，则由傅里叶变换法，

u(x, t) =
1

2a
√

πt

∫ ∞

−∞
Φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ

=
1

2a
√

πt
(
∫ 0

−∞
Φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ +
∫ ∞

0
Φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ)

=
1

2a
√

πt
(
∫ ∞

0
Φ(−ξ)e−

(x+ξ)2

4a2t dξ +
∫ ∞

0
Φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ)

代入边界条件，可得

0 =
1

2a
√

πt

∫ ∞

0
(Φ(−ξ) + Φ(ξ))e−

ξ2

4a2t dξ

若使上式成立，只需令 Φ(x) 为 φ(x) 的奇延拓，

此时

u(x, t) =
1

2a
√

πt

∫ ∞

0
φ(ξ)(e−

(x−ξ)2

4a2t − e−
(x+ξ)2

4a2t )dξ
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Exercice: 2.3 节第 6 题

证明：函数

v(x, y, t; ξ, η, τ) =
1

4πa2(t− τ)
e
−
(x− ξ)2 + (y− η)2

4a2(t− τ)

对于变量 (x, y, t) 满足方程
∂v
∂t

= a2
(

∂2v
∂x2 +

∂2v
∂y2

)
而对于变量 (ξ, η, τ) 满足方程

∂v
∂τ

+ a2
(

∂2v
∂ξ2 +

∂2v
∂η2

)
= 0

证明：

直接计算，容易验证

vt = v
(
−1

t− τ
+

(x− ξ)2 + (y− η)2

4a2(t− τ)2

)
vx = v · −2(x− ξ)

4a2(t− τ)

vxx = v
(

(x− ξ)2

4a4(t− τ)2 −
2

4a2(t− τ)

)
则

∂v
∂t

= a2
(

∂2v
∂x2 +

∂2v
∂y2

)
vτ = v ·

(
1

t− τ
− (x− ξ)2 + (y− η)2

4a2(t− τ)2

)
vξ = v · (x− ξ)

2a2(t− τ)

vξξ = v ·
(

(x− ξ)2

4a4(t− τ)2 −
1

2a2(t− τ)

)
则

∂v
∂τ

+ a2
(

∂2v
∂ξ2 +

∂2v
∂η2

)
= 0

Exercice: 2.3 节第 7 题

证明：如果 u1(x, t), u2(y, t) 分别是下述两个定解问题
∂u1

∂t
= a2 ∂2u1

∂x2

u1|t=0 = φ1(x)


∂u2

∂t
= a2 ∂2u2

∂y2

u2|t=0 = φ2(x)

的解，则 u(x, y, t) = u1(x, t)u2(y, t) 是定解问题
∂u
∂t

= a2
(

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

)
u|t=0 = φ1(x)φ2(y)

的解

直接验证即可
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Exercice: 2.4 节第 1 题

证明方程
∂u
∂t

= a2 ∂2u
∂x2 + cu(c ≥ 0) 具有 Dirichlet 边界条件的初边值问题解的唯一性与稳定性

证明：作代换 v = e−ctu，则原方程化为齐次方程 vt = a2vxx，且具有 Dirichlet 边界条件

（1）解的唯一性：

若设 u1, u2 是原问题的两个解，则相应地，v1, v2 是 vt = a2vxx 具有 Dirichlet 边界条件的两个解

则 v = v1 − v2 满足齐次方程和齐次 Dirichlet 边界条件

由极值原理，v 的最值在边界处取到，由于齐次边界，则 v 的最大最小值均为 0

则 e−ctu = e−ct(u1 − u2) ≡ 0，则解是唯一的

（2）解的稳定性：

若 |u1 − u2| ≤ ε 在边界处成立，则 |v1 − v2| ≤ e−ctε 在边界处成立

由极值原理，|v1 − v2| ≤ e−ctε 在整个区域成立，

则 |u1 − u2| ≤ ε 在整个区域成立

Exercice: 2.4 节第 3 题

设 u(x, t) 为热传导方程

ut − a2uxx − cu = 0

在矩形 R = {(x, t)|0 < x < l, 0 < t < T} 中的解，其中 c > 0 为常数。如果

|u(0, t)|, |u(l, t)| ≤ M, t ∈ [0, T]

|u(x, 0)| ≤ M, x ∈ [0, l]

试证：

|u(x, t)| ≤ Mect, (x, t) ∈ R

由此给出该方程的第一初边值问题的解对初值与边值的连续依赖性

证明：作代换 v = e−ctu，则原方程化为齐次方程 vt = a2vxx

且 |v(0, t)|, |v(l, t)|, |v(x, 0)| ≤ |e−ct M| ≤ M

由极值原理，在整个矩形 R 内，|v(x, t)| = e−ct|u(x, t)| ≤ M，即 |u(x, t)| ≤ Mect

稳定性：

若问题的两个解 u1, u2 满足 |u1(x, 0)− u2(x, 0)| ≤ ε, |u1(0, t)− u2(0, t)| ≤ ε, |u1(l, t)− u2(l, t)| ≤ ε，

则相应地 |v1(x, 0)− v2(x, 0)| ≤ ε, |v1(0, t)− v2(0, t)| ≤ e−ctε, |v1(l, t)− v2(l, t)| ≤ e−ctε

由极值原理，在整个矩形 R 内，|v1(x, t)− v2(x, t)| = e−ct|u1(x, t)− u2(x, t)| ≤ e−ctε

则 |u1(x, t)− u2(x, t)| ≤ ε 在整个矩形 R 内成立

Exercice: 2.4 节第 4 题

证明无界区域上热传导方程的极值原理：设 u(x, t) 在带形区域 {(x, t)|x ∈ R, 0 ≤ t ≤ T} 上连续有界，
当 0 < t < T 时满足热传导方程 ut − a2uxx = 0，则

sup
0≤t≤T,x∈R

u(x, t) = sup
x∈R

u(x, 0)

inf
0≤t≤T,x∈R

u(x, t) = inf
x∈R

u(x, 0)

证明：记 sup
x∈R

u(x, 0) = A, |u(x, t)| ≤ 2B
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构造函数 v(x, t) =
4B− 2A

L2 [
(x− x0)

2

2
+ a2t] + A，则 vt = a2vxx

考虑区域 R0 = {(x, t)|0 ≤ t ≤ t0, |x− x0| ≤ L}，则

v(x, 0) =
4B− 2A

L2 [
(x− x0)

2

2
] + A ≥ A

v(x0 ± L, t) =
4B− 2A

L2 [
L2

2
+ a2t] + A ≥ 2B ≥ u(x0 ± L, t)

由极值原理，v(x, t) ≥ u(x, t) 在 R0 上恒成立

令 t→ ∞，得 u(x0, y0) ≤ lim
L→∞

v(x0, y0) = A

故

sup
0≤t≤T,x∈R

u(x, t) = sup
x∈R

u(x, 0)

同理，

inf
0≤t≤T,x∈R

u(x, t) = inf
x∈R

u(x, 0)

Exercice: 2.4 节第 6 题

设 u(x, t) 是 {0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T} 中边值问题
ut = uxx + f (x)

u|x=0 = u|x=l = 0

u|t=0 = 0

的经典解，其中 f (x) ≤ 0 在 0 ≤ x ≤ l 上成立。试证明：对任意的 x0 ∈ (0, l)，函数 u(x0, t) 关于 t

是非增的

注：教材 86 页注：由极值原理的证明可见，若 u 是非齐次热传导方程 ut − uxx = f 的解，且 f ≤ 0，则

仍成立 max
RT

u = max
ΓT

u

证明：

由极值原理，上述问题的解的最大值只在抛物边界处取到, 即为 0

任意的 x0 ∈ (0, l), t0 ∈ (0, T)，u(x0, t0) < 0 = u(x0, 0)

则显然 u(x0, t) 关于 t 是非增的

Exercice: 2.5 节第 4 题

设 u(x, t) 是区域 {−∞ < x < ∞, t > 0} 中柯西问题 ut = uxx, t > 0

u|t=0 = e−x2

的解，求 lim
t→∞

∫ ∞

0
u(x, t)dx

解：由傅里叶变换法，

u(x, t) =
1

2
√

πt

∫ ∞

−∞
e−ξ2

e−
(x−ξ)2

4t dξ

=
1√

4t + 1
e−

x2
4t+1

则

lim
t→∞

∫ ∞

0
u(x, t)dx =

1√
4t + 1

√
4t + 1

√
π

2

=

√
π

2
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Exercice: 2.5 节第 5 题

设 u(x, t) 是 (0, l)× (0, ∞) 中初边值问题
ut = uxx

u(0, t) = u(l, t) = t

u(x, 0) = φ(x)

的解，其中 φ(x) 在 [0, l] 上连续可微，φ(0) = φ(l) = 0，求 lim
t→∞

t−1u(x, t)

解：作代换 v = u− t− x(x− l)
2

原问题化为 
vt = vxx

v(0, t) = v(l, t) = 0

v(x, 0) = φ(x)− x(x− l)
2

则由分离变量法，具有齐次 Dirichlet 边界条件的齐次方程的解形如

v(x, t) =
∞

∑
k=1

Ake−(
kπ
l )2t sin

kπ

l
x

代入初值条件，得
∞

∑
k=1

Ak sin
kπ

l
x = φ(x)− x(x− l)

2

则容易发现 Ak =
2
l

∫ l

0
(φ(x)− x(x− l)

2
) sin

kπ

l
xdx 有界，设 |Ak| ≤ M

当 t 充分大时，不妨设 t ≥ t0，则

|v(x, t)| ≤
∞

∑
k=1
|Ak|e−

k2π2
l t ≤ C(t0)

其中 C(t0) 为仅与 t0 有关的常数

则

lim
t→∞

t−1u(x, t) = lim
t→∞

t−1v(x, t) + 1 + lim
t→∞

x(x− l)
2t

= 1
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第三章

Exercice: 3.1 节第 1 题

设 u(x1, x2, . . . , xn) = f (r)（其中 r =
√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n 是 n 维调和函数（即满足方程

∂2u
∂x2

1
+

∂2u
∂x2

2
+

· · ·+ ∂2u
∂x2

n
= 0），试证明：

f (r) = c1 +
c2

rn−2 (n ̸= 2)

f (r) = c1 + c2 ln
1
r
(n = 2)

其中 c1, c2 为任意常数

证明：

容易验证
∂u
∂x1

=
f ′(r)

r
x1

∂u

∂x2
1
=

f ′′(r)
r2 x2

1 −
f ′(r)

r3 x2
1 +

f ′(r)
r

则

∆u = f ′′(r) +
n− 1

r
f ′(r)

容易验证

f (r) = c1 +
c2

rn−2 (n ̸= 2)

f (r) = c1 + c2 ln
1
r
(n = 2)

满足上述等式

注：或者通过如下的命题解出 f (r)

（常微分方程，柳彬，193 页）命题：设 y = φ(x) ̸= 0 是二阶齐次线性 ode

y′′ + a(x)y′ + b(x)y = 0

的一个解，则方程的通解为

y = c1 φ(x) + c2 φ(x)
∫ x

x0

e−
∫ s

x0
a(x)dt

φ2(s)
ds

其中 c1, c2 为常数，x0 为给定的初值

Exercice: 3.1 节第 3 题

证明：拉普拉斯算子在柱面坐标 (r, θ, z) 下可以写成

△u =
1
r

∂

∂r

(
r

∂u
∂r

)
+

1
r2

∂2u
∂θ2 +

∂2u
∂z2

注：典型错误：
∂

∂r
= cos θ

∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y
∂

∂θ
= −r sin θ

∂

∂x
+ r cos θ

∂

∂y

⇒


∂2

∂r2 = cos2 θ
∂2

∂x2 + sin2 θ
∂2

∂y2 + 2 cos θ sin θ
∂2

∂x∂y
∂2

∂θ2 = r2 sin2 θ
∂2

∂x2 + r2 cos2 θ
∂2

∂y2 − 2r2 cos θ sin θ
∂2

∂x∂y

错误原因在于忽略了 θ 与 x,y 有关
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证明：由链式法则，

∂

∂r
=

∂

∂x
∂x
∂r

+
∂

∂y
∂y
∂r

= cos θ
∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y

=
1
r
(x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
)

∂

∂θ
=

∂

∂x
∂x
∂θ

+
∂

∂y
∂y
∂θ

= −r sin θ
∂

∂x
+ r cos θ

∂

∂y

= −y
∂

∂x
+ x

∂

∂y

再求一次偏导，得到

r
∂

∂r
(r

∂

∂r
) = x2 ∂2

∂x2 + x
∂

∂x
+ xy

∂2

∂x∂y
+ y2 ∂2

∂y2 + y
∂

∂y
+ xy

∂2

∂x∂y

∂

∂θ
(

∂

∂θ
) = y2 ∂2

∂x2 − x
∂

∂x
− xy

∂2

∂x∂y
+ x2 ∂2

∂y2 − y
∂

∂y
− xy

∂2

∂x∂y

容易验证，

△u =
1
r

∂

∂r

(
r

∂u
∂r

)
+

1
r2

∂2u
∂θ2 +

∂2u
∂z2

Exercice: 3.1 节第 11 题

证明：若 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)，使泛函

J[v] =
1
2

∫∫
Ω

(| ▽ v|2 + cv2)dxdy−
∫∫
Ω

Fvdxdy−
∫

∂Ω
gvdS

取极小，则它满足 
−△u + cu = F
∂u
∂n

∣∣∣
∂Ω

= g

证明：任取 w ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)，

则 ∀λ ∈ R, J(u + λw) ≥ J(w)

令 φ(λ) = J(u + λw)，则 φ(λ) ≥ φ(0)，可得 φ′(0) = 0

由 Green 第一公式，

φ′(0) =
∫∫
Ω

(uxwx + uywy) + cuwdΩ−
∫∫
Ω

Fwdxdy−
∫

∂Ω
gwdS

=
∫

∂Ω
w(

∂u
∂n
− g)dS +

∫∫
Ω

w(cu− ∆u− F)dxdy

= 0

由 w 的任意性，可说明


−△u + cu = F
∂u
∂n

∣∣∣
∂Ω

= g

不妨取 w 在 ∂Ω 上为 0，若设 cu− ∆u− F 在 M 点取值不为 0，不妨设为正
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由 cu− ∆u− F 的连续性，其在 M 的某个小邻域 N 内均为正值

则进一步取 w 在 N 内为正，N 外为 0，可得 φ′(0) =
∫∫
Ω

w(cu− ∆u− F)dxdy > 0，矛盾

故 cu− ∆u− F ≡ 0，类似地，可得
∂u
∂n
|∂Ω − g ≡ 0

Exercice: 3.1 节第 12 题

设

J(v) =
∫∫∫

Ω

1
2

[
(

∂v
∂x

)2 + (
∂v
∂y

)2 + (
∂v
∂z

)2
]

dxdydz +
∫∫
Γ

(
1
2

σv2 − gv
)

dS

变分问题的提法为：求 u ∈ V，使

J(u) = min
v∈V

J(v)

其中 V = C2(Ω) ∩ C1(Ω)，试导出与此变分问题等价的边值问题，并证明它们的等价性

证明：任取 w ∈ V, λ ∈ R，设 φ(λ) = J(u + λw)

u 为变分问题的解，等价于 φ(λ) ≥ φ(0)

则 φ′(0) = 0

由 Green 第一公式，

φ′(0) =
∫∫∫

Ω

(uxwx + uywy + uzwz)dΩ +
∫∫

Γ
(σuw− gw)dS

=
∫∫

Γ
w(

∂u
∂n

+ σu− g)dS−
∫∫∫

Ω

w · ∆udΩ

= 0

由 w 的任意性，可说明

 ∆u = 0

(
∂u
∂n

+ σu)|Γ = g

不妨取 w 在 Γ 上为 0，若设 ∆u 在 M 点取值不为 0，不妨设为正

由 ∆u 的连续性，其在 M 的某个小邻域 N 内均为正值

则进一步取 w 在 N 内为正，N 外为 0，可得 φ′(0) = −
∫∫∫

Ω
w · ∆udΩ < 0，矛盾

故 ∆u ≡ 0，类似地，可得 (
∂u
∂n

+ σu)|Γ = g

所以，若 u 是变分问题的解，则 u 也是如下边值问题的解 ∆u = 0

(
∂u
∂n

+ σu)|Γ = g
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下证其反面，设 u 是上述边值问题的解，则由 Green 第一公式

φ(λ) = J(u + λw)

= J(u) + λ2

∫∫∫
Ω

1
2

[
(

∂w
∂x

)2 + (
∂w
∂y

)2 + (
∂w
∂z

)2
]

dΩ +
∫∫
Γ

1
2

σw2dS


+ λ

∫∫∫
Ω

(uxwx + uywy + uzwz)dΩ +
∫∫
Γ

σuwdS−
∫∫

Γ
gwdS


= J(u) + λ2

∫∫∫
Ω

1
2

[
(

∂w
∂x

)2 + (
∂w
∂y

)2 + (
∂w
∂z

)2
]

dΩ +
∫∫
Γ

1
2

σw2dS


+ λ

∫∫
Γ

w(
∂u
∂n

+ σu− g)dS−
∫∫∫

Ω

w · ∆udΩ


≥ J(u) = φ(0)

注：在 Robin 边界条件中，σ 为已知正数

Exercice: 3.2 节第 3 题

设 u(M) 在 Ω 内调和，M0 是 Ω 中的任意点，Bα 是以 M0 为球心，a 为半径的球体，其体积为 |Bα|，
证明：成立

u(M0) =
1
|Bα|

∫∫∫
Bα

udV

证明：对任意半径为 r < a 的球面，由平均值公式，有

4πr2u(M0) =
∫∫

∂B(M0,r)

udS

对上述方程两端同时从 0 到 a 积分，即得所求

Exercice: 3.2 节第 6 题

对于二阶偏微分方程
n

∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n

∑
i=1

bi
∂u
∂xi

+ cu = 0

其中 aij, bi, c(i, j = 1, 2, . . . , n) 均为常数，假设矩阵 (aij) 是正定的，即对任何实数 λi(i = 1, 2, . . . , n)，

成立
n

∑
i,j=1

aijλiλj ≥ α
n

∑
i=1

λ2
i (α为正的常数)

则称它为椭圆型方程，又设 c < 0，试证明该方程的解也成立如下的极值原理：若 u 在 Ω 中满足方程，

在 Ω ∪ Γ 上连续，则 u 不能在 Ω 的内部达到正的最大值或负的最小值

证明：反证法，设 u 在 Ω 内部一点 M0 达到正最大值，则在 M0 点处，cu < 0,
∂u
∂xi

= 0

下面不妨证
n
∑

i,j=1
aij

∂2u
∂xi∂xj

|M0 ≤ 0

由于矩阵 (
∂2u

∂xi∂xj
|M0)n×n 是非正定的，即

∀λi ∈ R,
n

∑
i,j=1

∂2u
∂xi∂xj

∣∣∣
M0

λiλj ≤ 0
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由于矩阵 (aij)n×n 是正定的，则 λT Aλ 可以写成 λT(BT B)λ 的形式，即

n

∑
i,j=1

aijλiλj =
n

∑
i,j=1

(
n

∑
k=1

bkibkj)λiλj

则
n

∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
|M0 =

n

∑
i,j=1

(
n

∑
k=1

bkibkj)
∂2u

∂xi∂xj
|M0 ≤ 0

故在 M0 点，
n

∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n

∑
i=1

bi
∂u
∂xi

+ cu < 0

得出矛盾

Exercice: 3.2 节第 8 题

举例说明对于方程
∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 + cu = 0(c > 0)，不成立极值原理

解：考虑在 [0,

√
2
c

π]× [0,

√
2
c

π] 上的 u = sin
√

c
2

x sin
√

c
2

y

Exercice: 3.3 节第 2 题

证明格林函数的对称性：G(M1, M2) = G(M2, M1)

证明：设 M1, M2 ∈ Ω，记球 B1 = B(M1, ε), B2 = B(M2, ε), Ωε = Ω/(B1 ∪ B2)

其中 ε 为充分小的正数，使得 B1 ∩ B2 = ∅
在 Ωε 中，有

0 =
∫∫

Ωε

G(M, M1)∆G(M, M2)− G(M, M2)∆G(M, M1)dΩ (∆G(M, M1) = ∆G(M, M2) = 0)

=
∫∫

∂Ω∪∂B1∪∂B2

G(M, M1)
∂G(M, M2)

∂n
− G(M, M2)

∂G(M, M1)

∂n
dS (Green 公式)

=
∫∫

∂B1

G(M, M1)
∂G(M, M2)

∂n
− G(M, M2)

∂G(M, M1)

∂n
dS

+
∫∫

∂B2

G(M, M1)
∂G(M, M2)

∂n
− G(M, M2)

∂G(M, M1)

∂n
dS (∆G(M, M1)|∂Ω = ∆G(M, M2)|∂Ω = 0)

=
∫∫

∂B1

G(M, M1)
∂G(M, M2)

∂n
dS−

∫∫
∂B2

G(M, M2)
∂G(M, M1)

∂n
dS

+ G(M1, M2)− G(M2, M1) (调和函数 G 的积分表达式)

由于 G(M,M2) 在 B1 内调和，则
∂G(M, M2)

∂n
在 B1 内有界，则∣∣∣∣∫∫

∂B1

G(M, M1)
∂G(M, M2)

∂n
dS
∣∣∣∣

≤K
∣∣∣∣∫∫

∂B1

G(M, M1)dS
∣∣∣∣

≤K
∫∫

∂B1

1
4πrMM1

− g(M, M1)dS

=
k

4πε
· 4πε2 − kg∗4πε2

其中 g∗ 即为 g 在 ∂B1 上的平均值

对（1）式两端取极限 ε→ 0，即得 G(M1, M2) = G(M2, M1)
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Exercice: 3.3 节第 5 题

求半圆区域上狄利克雷问题的格林函数

证明：设半圆区域 Ω = {(x, y)|x2 + y2 ≤ R2, y > 0}，
任取 M0 ∈ Ω，M0 相对于 Ω 的对称点记为 M1, M2, M3，

其中 M1 为 M0 关于圆周的对称点，

M2 为 M0 关于 x 轴的对称点，

M3 为 M1 关于 x 轴的对称点，

记 ρ = r0M, ρ0 = r0M0 , ρ1 = r0M1 , γ =< ρ, ρ1 >, α =< ρ, ρ2 >

则相应地 Green 函数为

G(M, M0) =
1

2π
(ln

1
rMM0

− ln
R
ρ0

1
rMM1

− ln
1

rMM2

+ ln
R
ρ0

1
rMM3

)

其中

rMM0 =
√

ρ2 + ρ2
0 − 2ρρ0 cos γ rMM1 =

√
ρ2 + ρ2

1 − 2ρρ1 cos γ

rMM2 =
√

ρ2 + ρ2
0 − 2ρρ0 cos α rMM3 =

√
ρ2 + ρ2

1 − 2ρρ1 cos γ

故由 R2 = ρ0ρ1 可消去 ρ1，得

G(M, M0) =
1

2π
( ln

1√
ρ2 + ρ2

0 − 2ρρ0 cos γ
− ln

R√
ρ2ρ2

0 + R4 − 2ρρ0R2 cos γ

− ln
1√

ρ2 + ρ2
0 − 2ρρ0 cos α

+ ln
R√

ρ2ρ2
0 + R4 − 2ρρ0R2 cos α

)

Exercice: 3.3 节第 6 题

利用泊松公式求边值问题 uxx + uyy + uzz = 0, x2 + y2 + z2 < 1

u(r, θ, φ)|r=1 = 3 cos 2θ + 1 (r, θ, φ表示球面坐标)

的解

注：ledengre 多项式的性质：

？？？？

Exercice: 3.3 节第 7 题

求泊松方程狄利克雷问题 △u = x2y, x2 + y2 < a2

u = 0, x2 + y2 = a2

的解

????

Exercice: 3.3 节第 9 题

利用半空间 R3
+ 的格林函数导出半空间中调和方程狄利克雷问题有界解的公式

????
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Exercice: 3.4 节第 1 题

用 Br 记以原点为球心，半径为 r 的球。若 u 是 B1 上的调和函数，且在 B 1
2
上恒为零，证明：u 在 B1

上恒为零

Exercice: 3.4 节第 2 题

证明二维调和函数的可去奇点定理：若 A 是调和函数 u(M) 的孤立奇点，在点 A 的邻域中成立着

u(M) = o(ln
1

rAM
)

则此时可以重新定义 u(M) 在 M = A 的值，使它在点 A 亦是调和的

Exercice: 3.4 节第 3 题

证明：如果三维调和函数 u(M) 在奇点 A 附近能表示为
N

rα
AM
，其中常数 0 < α ≤ 1，而 N 是不为零的

光滑函数，则当 M→ A 时它趋于无穷大的阶数必与
1

rAM
同阶，即 α = 1

Exercice: 3.4 节第 7 题

证明：处处满足平均值公式（2.13）的连续函数一定是调和函数

Exercice: 3.5 节第 4 题

设 Ω 为 R3 的有界区域，边界为 Γ，u 为定解问题
−△u + cu = f , 其中c > 0, f > 0(

∂u
∂n

+ σu
) ∣∣∣∣∣

∂Ω

= g 其中σ > 0, g > 0

的解，证明：在 Ω 上 u > 0

证明：

不妨先证在 Ω 上 u 不可能恒为非负值，反设 u ≤ 0 恒成立

对函数 u 和 1 使用 Green 第一公式，得到∫∫∫
Ω

∆udΩ =
∫∫

∂Ω

∂u
∂n

dS

一方面，
∫∫∫

Ω ∆udΩ =
∫∫∫

Ω cu− f dΩ < 0

另一方面，
∫∫

∂Ω
∂u
∂n

dS =
∫∫

∂Ω g− σudS > 0

两者显然不等，得到矛盾；即 u 在 Ω 上必能取到正值

反设 Ω 上 u > 0 不恒成立，则最小值一定为负

不妨设在 Ω 内部取到最小值，则此时 ∆u ≥ 0，这与 cu− f < 0 矛盾

若 ∂Ω 上取到最小值，则
∂u
∂n
≤ 0，这与 g− σu > 0 矛盾

则 Ω 上 u > 0 恒成立

Exercice: 3.5 节第 5 题
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举例说明：当 σ > 0 不成立时（但 σ 不恒等于零），调和方程满足边界条件

(
∂u
∂n

+ σu
) ∣∣∣∣∣

∂Ω

= g 的解

可以不唯一

解：考虑问题  ∆u = 0
∂u
∂n

+ σu = 0

原问题有唯一解，等价于该问题只有零解

不妨设该问题在二维区域 B(0, 1) 上成立，则容易发现 u(x, y) = x 是上述问题取 σ = −1 的非零解

Exercice: 3.5 节第 7 题

设 Ω 是具有光滑边界的有界区域，边值问题
△u− u = 0 在Ω内
∂u
∂n

∣∣∣
∂Ω

= 0

的解 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) 在 Ω 内是否可能是严格正的

证明：结论：不可能严格正

（法 1）：若设 u 是严格正的，对函数 u 和 1 使用 Green 第一公式，得到

0 =
∫∫

∂Ω

∂u
∂n

ds =
∫∫∫

Ω
∆udΩ =

∫∫∫
Ω

udΩ > 0

得到矛盾

（法 2）：反设 u 是严格正的，若 u 在内部达到最大值，则在最大值点处 ∆u < 0，这与 ∆u = u > 0 矛盾

若 u 在边界达到最大值，则由 Hopf 极值原理，
∂u
∂n
|∂Ω > 0 矛盾

Exercice: 3.5 节第 8 题

设 Ω 为平面上的椭圆环 {(x, y)|1 ≤ x2 + 2y2 ≤ 2}, u(x, y) ∈ C2(Ω) 是如下的边值问题的解：
△u = 0, (x, y) ∈ Ω

u(x, y) = x + y, x2 + 2y2 = 2
∂u(x, y)

∂n
+ (1− x)u(x, y) = 0, x2 + 2y2 = 1

求 max
Ω
|u(x, y)|

解：首先由极值原理，最值不在 Ω 内部取到,

设最大值在边界 x2 + 2y2 = 1 上一点 M0 取到，由 Hopf 极值原理，
∂u
∂n
|M0 < 0，

则
∂u(x, y)

∂n
+ (1− x)u(x, y)|M0 < 0，矛盾

这说明 max
Ω
|u(x, y)| = max

x2+2y2=2
|x + y| =

√
3
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第四章

Exercice: 4.1 节第 1 题

证明：两个自变量的二阶线性方程组经过自变量的可逆变换后，其类型不会改变，即变换后 ∆ = a2
12 −

a11a22 的符号不变

证明：

∆̃ = a12
2 − a11a22

= (a11ξxηx + a12ξxηy + a12ξyηx + a22ξyηy)
2

− (a11ξ2
x + 2a12ξxξy + a22ξ2

y)(a11η2
x + 2a12ηxηy + a22η2

y)

= ∆ · (ξxηy − ξyηx)
2

由于 ξxηy − ξyηx ̸= 0，则 ∆̃ 与 ∆ 同号

Exercice: 4.1 节第 2 题

判定下列方程的类型

（2）uxx + (x + y)2uyy = 0

（4）uxx − 4uxy + 2uxz + 4uyy + uzz = 0

（5）uxx + ( sgn y)uyy = 0，其中 sgn y =


1, y > 0

0, y = 0

−1, y < 0

解：

（2）∆ = −(x + y)2

方程在直线 x + y = 0 上为抛物型的，在其余处为椭圆型

（4）考虑 A =


1 −2 1

−2 4 0

1 0 1


f (λ) = det(λI − A) = λ3 − 6λ2 + 4λ + 4，由于 f (−1) = −7, f (0) = 4, f (2) = −4, f (6) = 28

得 f (λ) 的零点分布为 −1 < λ1 < 0 < λ2 < 2 < λ3 < 6

则方程为双曲型的

（5）∆ = −sgny

方程在 y > 0 处为椭圆型；y = 0 处为抛物型，y < 0 处为双曲型

Exercice: 4.1 节第 3 题

化下列方程为标准形式：

（1）uxx + 4uxy + 5uyy + ux + 2uy = 0

（4）uxx − (2 cos x)uxy − (3 + sin2 x)uyy − yuy = 0

（5）(1 + x2)uxx + (1 + y2)uyy + xux + yuy = 0

解：

（1）∆ = −1 < 0，方程为椭圆型

特征方程 (dy)2 − 4dx · dy + 5(dx)2 = 0 的解为

dy
dx

= 2± i
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得积分曲线族  2x− y + ix = C1

2x− y− ix = C2

作代换

 ξ = 2x− y

η = x
，则



a11 = a11ξ2
x + 2a12ξxξy + a22ξ2

y = 1

a12 = a11ξxηx + a12(ξxηy + ξyηx) + a22ξyηy = 0

a22 = a11η2
x + 2a12ηxηy + a22η2

y = 1

b1 =
(
a11ξxx + 2a12ξxy + a22ξyy

)
+ (b1ξx + b2ξy) = 0

b2 =
(
a11ηxx + 2a12ηxy + a22ηyy

)
+ (b1ηx + b2ηy) = 1

c = c = 0

f = f = 0

故标准形式为

uξξ + uηη + uη = 0

（4）∆ = 4 > 0，方程为双曲型

特征方程 (dy)2 + 2 cos xdx · dy− (3 + sin2 x)(dx)2 = 0 的解为

dy
dx

= − cos x± 2

得积分曲线族  y + sin x + 2x = C1

y + sin x− 2x = C2

作代换

 ξ = y + sin x + 2x

η = y + sin x− 2x
，则

a11 = 0, a12 = −8, a22 = 0

b1 = − ξ + η

2
, b2 = − ξ + η

2

c = c = 0, f = f = 0

故标准形式为

uξη = − ξ + η

32
(uξ + uη)

（5）∆ = −(1 + x2)(1 + y2) < 0，方程为椭圆型

特征方程 (1 + x2)(dy)2 + (1 + y2)(dx)2 = 0 的解为

dy
dx

= ±i

√
1 + y2

1 + x2

得积分曲线族  ln (y +
√

1 + y2) + i ln (x +
√

1 + x2) = C1

ln (y +
√

1 + y2)− i ln (x +
√

1 + x2) = C2

作代换

 ξ = ln (x +
√

1 + x2)

η = ln (y +
√

1 + y2)
，则

a11 = 1, a12 = 0, a22 = 1
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b1 = 0, b2 = 0

c = c = 0, f = f = 0

故标准形式为

uξξ + uηη = 0

Exercice: 4.1 节第 5 题

给定含参数 α 的二阶偏微分方程

uxx + 4uxy − αuyy = 0

当 α 取值在什么范围时，该方程可以通过自变量的线性变换 (x, y)→ (t, z) 变成弦振动方程

utt − uzz = 0

证明：

∆ = 4 + α

首先令 α > −4，使方程成为双曲型的

作代换

 t = ax + by

z = cx + dy
，其中 ad− bc ̸= 0

则


a11 = a2 + 4ab− αb2

a12 = ac + 2(ad + bc)− αbd

a22 = c2 + 4cd− αd2

于是方程能化为 utt − uxx = 0 当且仅当 ac + 2(ad + bc) = αbd

a2 + c2 + 4(ab + cd) = α(b2 + d2)

有解 α

当且仅当  (a− c)2 + 4(a− c)(b− d) = α(b− d)2

(a + c)2 + 4(a + c)(b + d) = α(b + d)2

有解 α

当且仅当 
(

a− c
b− d

)2 + 4(
a− c
b− d

) = α

(
a + c
b + d

)2 + 4(
a + c
b + d

) = α

有解 α

又由于 a−c
b−d ̸=

a+c
b+d，则上述问题等价说 x2 + 4x− α = 0 有两个解

即 ∆ = 16 + 4α > 0，即 α > −4

Exercice: 4.2 节第 1 题

求下列方程的特征方程和特征方向：

（1）
∂2u
∂x2

1
+

∂2u
∂x2

2
=

∂2u
∂x2

3
+

∂2u
∂x2

4

（2）
∂2u
∂t2 =

∂2u
∂x2

1
+

∂2u
∂x2

2
+

∂2u
∂x2

3
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（3）
∂u
∂t

=
∂2u
∂x2 −

∂2u
∂y2

解：

（1）特征方程：

α2
1 + α2

2 = α2
3 + α2

4

由 α2
1 + α2

2 + α2
3 + α2

4 = 1，故可令

α1 = 1√
2

cos α, α2 = 1√
2

sin α, α3 = 1√
2

cos β, α4 = 1√
2

sin β

得特征方向

(
1√
2

cos α,
1√
2

sin α,
1√
2

cos β,
1√
2

sin β)

（2）特征方程：

α2
0 = α2

1 + α2
2 + α2

3

由 α2
1 + α2

2 + α2
3 + α2

0 = 1，解得 α0 = 1√
2

则特征方向为与 t 轴夹角为 π
4 的任意方向

（3）特征方程：

α2
1 − α2

2 = 0

由 α2
1 + α2

2 + α2
0 = 1，解得特征方向

(cos α,
1√
2

sin α,± 1√
2

sin α)

Exercice: 4.2 节第 2 题

对波动方程 utt − a2(uxx + uyy) = 0，求过直线 l : t = 0, y = 2x 的特征平面

解：

即解方程组 
α2

0 − a2(α2
1 + α2

2) = 0

α2
0 + α2

1 + α2
2 = 1

(α0, α1, α2) · (0, 1, 2) = 0

解得特征方向及特征平面为：

(
a√

1 + a2
,− 2√

5(1 + a2)
,

1√
5(1 + a2)

),
√

5at− 2x + y = 0

或

(− a√
1 + a2

,− 2√
5(1 + a2)

,
1√

5(1 + a2)
),
√

5at + 2x− y = 0

Exercice: 4.2 节第 7 题

说明方程 uxy + uyz + uxz = 0 是双曲型方程，并求出它过原点的特征锥面

证明：

考虑 A =


0 1

2
1
2

1
2 0 1

2
1
2

1
2 0

，其特征值为 λ1 = 1, λ2 = − 1
2（二重）

则说明方程是双曲型的
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特征方向 (α1, α2, α3) 满足  α1α2 + α2α3 + α3α1 = 0

α2
1 + α2

2 + α2
3 = 1

解得特征方向只有三种 (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)

则过原点与 x = 0, y = 0, z = 0 相切的锥面方程为

x2 + y2 + z2 =
(x + y + z)2

2

Exercice: 4.3 节第 1 题

设 u(M) 为 R3 中某区域 Ω 内的下调和函数，M0 ∈ Ω，以 M0 为球心，a 为半径的球体 Ba 完全落在

Ω 内，证明：成立

u(M0) ≤
3

4πa2

∫∫∫
Ba

udV

证明：

Exercice: 4.3 节第 4 题

在 QT = (0, l)× (0, T) 中考察下列初边值问题：
utt − a2uxx + b(x, t)ux + b0(x, t)ut + c(x, t)u = f (x, t)

u|x=0 = 0, (ux + ku)|x=l = 0

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x)

证明其解的唯一性及稳定性

Exercice: 4.3 节第 5 题

建立下列初边值问题的能量估计式：

ut − ∆u +
n

∑
i=1

bi(x, t)uxi + c(x, t)u = f (x, t)
∂u
∂n

∣∣∣
Γ
= 0u|t=0 = φ(x)

Exercice: 4.3 节第 7 题

考察边值问题

∆u +
n

∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u = f
∂u
∂n

∣∣∣
Γ
= 0

试证当 c(x) 充分负时，其解在能量模意义下的稳定性
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第五章

Exercice: 5.1 节第 1 题

把波动方程
∂2u
∂t2 = a2

(
∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 +

∂2u
∂z2

)
带初始条件  u|t=0 = φ(x, y, z)

∂u
∂t
|t=0 = ψ(x, y, z)

的柯西问题化为一个一阶方程组的柯西问题，并证明其解的等价性

解：令 u1 = ut, u2 = ux, u3 = uy, u4 = uz，得一阶方程组 Cauchy 问题

u1t = a2(u2x + u3y + u4z)

u2t = u1x, u3t = u1y, u4t = u1z

u2y = u3x, u2z = u4x, u3z = u4y

u1|t=0 = ψ(x, y, z)

u2|t=0 = φx, u3|t=0 = φy, u4|t=0 = φz

下证等价性，

⇒：当 u 是原问题的 C2 解时，上述 Cauchy 问题显然成立

←：当 (u1, u2, u3, u4)
T 是上述 Cauchy 问题的解时，令

u(x, y, z, t) = φ(0, 0, 0, 0) +
∫ (x,y,z,t)

(0,0,0,0)
u1dt + u2dx + u3dy + u4dz

由  u2t = u1x, u3t = u1y, u4t = u1z

u2y = u3x, u2z = u4x, u3z = u4y

得积分与路径无关

于是存在唯一函数 u(x, y, z, t) ∈ C2，使得 u1 = ut, u2 = ux, u3 = uy, u4 = uz

只需注意到

u(x, y, z, t)|t=0 = φ(0, 0, 0) +
∫ (x,y,z)

(0,0,0)
u2|t=0dx + u3|t=0dy + u4|t=0dz

= φ(x, y, z)

容易验证此时确定的 u 的确是原问题的解

Exercice: 5.1 节第 2 题

把方程
∂2u
∂t2 =

(
∂u
∂x

)2
+

(
∂u
∂y

)2

带初始条件  u|t=0 = 0
∂u
∂t
|t=0 = ex sin y

的柯西问题化为一个一阶偏微分方程组的柯西问题
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Exercice: 5.2 节第 1 题

求一阶方程

（1）
∂u
∂t

+ a(x, t)
∂u
∂x

+ b(x, t)u + c(x, t) = 0

（2）
∂u
∂t

+ a(x, t)
∂u
∂x

+ b(x, t, u) = 0

的特征线和解沿特征线应成立的关系式

解：(aij) = a(x, t), det
(

aij − δij
dx
dt

)
= 0，即得 a(x, t)− dx

dt = 0

解出 dx
dt = a(x(t), t)

沿特征曲线方程为

du(x(t), t)
dt

+ b(x(t), t)u + c(x(t), t) = uxx′(t) + ut + b(x(t), t)u + c(x(t), t) = 0

Exercice: 5.2 节第 2 题

求下列一阶方程带初始条件 u|t=0 = φ(x) 的柯西问题的解：

（1）
∂u
∂t

+
∂u
∂x

= 0

（2）
∂u
∂t

+
∂u
∂x

= u

解：

（1）方程特征线满足 dx
dt = 1，得特征线族为 x− t = C，则

du(x(t), t)
dt

= 0 = ux + ut

于是 u(x, t) = u(x− t, 0) = φ(x− t)

（2）方程特征线满足 dx
dt = 1，得特征线族为 x− t = C，则

du(x(t), t)
dt

= ux + ut = u

u(x, t) = CeCt 代入 t = 0 得

u(x, t) = u(x− t, 0) = C = φ(x− t)

综上 u(x, t) = φ(x− t)et

Exercice: 5.2 节第 4 题

将下列各方程组化为对角型方程组：

（1）


∂u
∂t

+ (1 + sin x)
∂u
∂x

+ 2
∂v
∂x

+ x = 0

∂v
∂t

+ u = 0

（2）


∂u
∂t

= x
∂u
∂x

+
∂v
∂x

∂v
∂t

= a2 ∂u
∂x

+ x
∂v
∂x

, (a > 0)
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（3）



∂u1

∂t
+ 6

∂u1

∂x
+ 5

∂u2

∂x
= 0

∂u2

∂t
+ 5

∂u1

∂x
+ 6

∂u2

∂x
= 2u1

3
∂u3

∂t
+ 6

∂u3

∂x
− 3

∂u1

∂x
= 2u2 + 3u3 − 3u1
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